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Kortgesetzte Untersuchungen in Betreff der ganzen 
homogenen Eunetionen von n Differentialen. 


(Von Herrn R. Lipschitz ın Bonn.) 


Mi einer jeden ganzen homogenen Function oder Form von » Dif- 
ferentialen correspondirt ein bestimmtes isoperimetrisches Problem. bei dem 
die in der Form vorkommenden Variabelen als abhängig von einer independenten 
Variabelen aufgefasst werden. Daher correspondirt mit der Form auch das 
entsprechende System von isoperimetrischen Differentialgleichungen Die voll- 
ständige Integralion desselben lehrt ein System von Functionen der in Rede 
stehenden abhängigen Variabelen kennen. welche, an die Stelle der ursprüng- 
lichen Variabelen als neue Variabele in die gegebene Form substituirt. eine 
Form von bemerkenswerther Beschaffenheit hervorbringeen. Weven der Auf- 
stellung dieses Sysiems von neuen Variabelen und wegen der Begründung 
verschiedener Thatsachen, die bei der Entwickelunge des Folvenden voraus- 
gesetzt werden, erlaube ich mir auf einen früheren Aulsatz zu verweisen *) 
Da für zwei Formen. die durch eine beliebiee Substitution in einander Irans- 
formirt werden können, die bezeichneten. sich gegenseitig entsprechenden 
Systeme von neuen Variabelen durch homogene lineare Gleichungen mit conslanten 
Coefficientien verbunden sind. so darf man bei jeder der beiden Formen diese 
neuen Variabelen als Normalvariabelen, und die durch Einführung derselben 
entstehende Form als Normaltypus der betrellfenden Klasse von Formen ansehen. 
Das Studium des Normaltypus bildet dann einen sachgemässen Ausgangspunkt 
für das Studium der Klasse von Formen. 

Zur Erforschung der Eigenschaften des Normaltypus liefern diejenigen 
Betrachtungen ein geeignetes Hülfsmittel, welche Hamilton und Jacobi über die 
isoperimetrischen Probleme angestellt haben. Denselben kann man nämlich 
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unter den obwaltenden Umständen eine solche Wendung geben, dass ihr Resultat 
die Darstellung des vollständigen Differentials einer ganzen homogenen Function 
der Normalvariabelen wird, welche mit dem Normaltypus der betrefienden Form 
nahe zusammenhängt. Die Anwendung dieses Resultats führt zu der Auf- 
findung allgemeiner Eigenschaften des Normaltypus, und demnächst zu einer 
sehr einfachen Umformung der zweiten Variation für das zugehörige isoperi- 
metrische ‚Problem. 

Bei jeder Form des zweiten Grades von » Differentialen giebt es eine 
zu derselben covariante quadrilineare Form, welche darüber entscheidet. ob die 
gegebene Form in eine Form mit consianten Coefficienten transformirt werden 
kann oder nicht; die quadrilineare Form verschwindet im ersteren Falle identisch, 
im zweiten Falle nicht. Ausser dieser quadrilinearen Form kann man eine 
zweite quadrilineare Form aufstellen, die ebenfalls die Beschaffenheit einer 
Covariante hat, und dann den Quotienten der ersten quadrilinearen Form durch die 
„weite quadrilineare Form bilden. Die bezeichneten allgemeinen Eigenschaften 
des Normaltypus gestalten nun, denjenigen Begriff, den Riemann als die Er- 
weiterung des Begrills des Gaussischen Krümmungsmasses in die Theorie der 
quadratischen Formen eingeführt hat. durch den Quotienten der beiden quadri- 
linearen Formen explicite analytisch darzustellen. Bei einer gewissen. von 
Riemann angegebenen, speciellen Form von » Dilferentialen wird jener Quotient 
gleich einer Constante. Indem ich nun für diese specielle Form den Normaltypus 
wirklich bildete. und denselben mit dem allgemeinen Normaltypus einer quadra- 
tischen Form von zwei Differentialen verglich. bemerkte ich die Uebereinstimmung 
von gewissen Merkmalen, und dies bewog mich, alle Klassen von quadratischen 
Formen, welchen diese Merkmale gemeinsam sind, als ein Geschlecht von 
Formen zusammen zu fassen. Unter den Eigenschaften dieses Geschlechltes er- 
wähne ich die eine. dass. wenn man den Quotienten der beiden quadrilinearen 
Formen durch eine gewisse Substitution so umwandelt, dass der Zähler und 
der Nenner Formen von nur zwei Systemen independenter Differentiale werden, 
der Quolient eine von der Wahl dieser Differentiale unabhängige Grösse werden 
muss. Und es gilt auch der umgekehrte Satz, dass, wenn der für eine gegebene 
Form gebildete Quotient der beiden quadrilinearen Formen durch die betreffende 
Substitution in eine von den Differentialen unabhängige Grösse übergeht, die 
gegebene Form nothwendig dem definirten Geschlecht von Formen angehört. 
Hieraus ergiebt sich die Folgerung, dass eine beliebig gegebene Form in die 
erwähnte Aiemannsche Form transformirt werden kann oder nicht, je nachdem 
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der Quotient der beiden quadrilinearen Formen ohne eine besondere Voraus- 
setzung über die eingehenden Variabelen und Dilferentiale gleich einer Gonstante 
wird, oder nicht. 

Einer jeden gegebenen Form des zweiten Grades von » Differentialen 
ist immer eine lineare partielle Differenlialgleichung der zweiten Ordnung zu- 
gehörig, die bei einer gewissen Form in die Zaplacesche partielle Differential- 
gleichung übergeht. Aus den angedeuteten allgemeinen Gesichtspunkten ergiebt 
sich eine Eigenschaft dieser Differentialgleichung, und diese Eigenschaft liefert 
für gewisse Formen, zu denen auch die erwähnte Aliemannsche Form gehört, ein 
Integral der partiellen Differentialgleichung, das als eine Verallgemeinerung des 
Potentials betrachtet werden kann. 


Erste Abtheilung. 


? 
Es bezeichne, wie in der früheren Arbeit, f(dz) eine Form des p'“ 
Grades von den » Differentialen dx,, deren Coeflieienten von den Variabelen x, 


ie . . f | o’flde) | 
beliebig abhängen, und bei der die Determinante a ı= 2 nicht 
j I U e ir b ‚ 
identisch verschwindet. Die Zeiger a, b, c,.... durchlaufen stets die Reihe der 


Zahlen von 1 bis ». Zu der Form f(dx) gehört das isoperimetrische Problem, 
die Variabelen x, in der Weise als Functionen einer independenien Variabele 
t zu bestimmen, dass die erste Variation des zwischen festen Grenzen ge- 


nommenen Integrals 
| m 1 (dx 
1) S=/ MKT)a 
t, 


La 


verschwindet. Setzt man 7 





= z,, und bildet die vollständige Variation 


dr) = 2 (00,4 08) 














(2. I ! AflıN 
in of(z') a ds Le 2 
T OTı \ a OXı 
7. 2 0%, yi dt dx, + dt " 
so entsteht das System der isoperimetrischen Differentialgleichungen 
„Se 
Ox; ofle) _ 
(3.) dt N  - o. 


1 * 











4 Lipschitz, über ganze homogene Funetionen von u Differentialen. 


Dasselbe sei in der Weise vollständige inteerirt. dass die Variabelen x, für 
den Werth t=4, die Bedingungen x, = x,(0), x, = x,(0) erfüllen. Alsdann 
haben die Grössen x, die Eigenschaft, reine Funetionen der » Elemente x, (0) 


und der » Elemente (1—4,)a@,(0) = «, zu sein *). Indem man jetzt die » Ele- 


mente 
die Form f(d) durch die Einführung der neuen Variabelen x, Iransformirt, 


r,(0) als constant, die » Elemente «, als veränderlich betrachtet, werde 


so dass die Gleichung 


(4.) f(de) = y(du) 

hervoreehl 

Die Variabelen «, fasse ich als Normalvariabelen, die Form (du) als 
Normaltypus der Form f(dx) auf. Sobald die Form fidx) durch die Sub- 
stitnlion von beliebigen neuen Variabelen y; in eine Form g (dy) transformirt. 
und aus dieser, der Form (du) genau entsprechend, die Form x (da) abge- 
leitel wird, so stehen die Formen (du) und (das) durch eine Substitution in 
Verbindung, bei der die Variabelen «, lineare Funclionen mit constanten Goel- 
licienten der Variabelen z, sind **). Die Art dieses Zusammenhanges steht abeı 
auf einer andern Stufe, als die Art des Zusammenhanges zwischen den Formen 
fida und q dy | 

Wenn man die Coelflicienten der Form g(du) nach den positiven Po- 
ienzen und Produeten der positiven Potenzen der Grössen «, entwickelt. und 
das Aggregat der Glieder von der Ordnung q in gp(du) mit [p(du)], be- 
zeichnet, so verwandelt sich bei dem Uebergange von der Form p(du) zu 
der so eben erwähnten Form (ds) wegen des linearen Charakters der Sub- 
stitution der Ausdruck |y(dw)|, in den entsprechenden Ausdruck |y(dz)], 
Der Ausdruck [y(du)\,.. welcher aus (da) entsteht, indem die Grössen =, in 
sämmtlichen Coeflieienten eleich Null gesetzt werden, kann auf folgende Art 
näher bestimmt werden. Die Form g(du) geht aus der Form f(dx) hervor, 


wenn die Dilferentiale dx, durch die Ausdrücke 





rn oT ( Ir, c IE 
(5.) de, = — du, + — da +: + —du, 
ou, ou, ou, 
. . OX, . . 
ersetzt werden. Betrachtet man die Grössen x, und - als abhängig von 
OUp . 


der Variabele £, so wird bei der Voraussetzung, dass = #, sei, 2,=r,(0) 


or, } i } ’ VE 
und Er == d,,, das ist, gleich 1 oder gleich Null, je nachdem a, b einander 
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% OH, 
oleich sind oder nicht *). Werden nun r, und - als abhängie von den 
OU 


Elementen x,(0) und «, angesehn, so trifft die Voraussetzung f = 4, mit deı 


Voraussetzung zusammen, dass die » Grössen «#, gleichzeitig verschwinden 


Bei dieser Vorausselzung wird also z,= 2,0) und dr, du Bezeichne! 
man daher diejenige Form, in die sich (dx) durch die Gleichungen ır r, 0 


verwandelt, mit f,/d.r), so kommt für den Ausdruck |y(du)|, die Darstellung 


(6 Ip'du |, fu du 
. . Zu ° ’ . ’ dr. . 
Es ist zweckmässig, schon jetzt die Ausdrücke „„ inter der Annahm« 
1 


zu bilden, dass die Grössen x, durch die Elemente x, 0) und =, darge 
sind. Vermöge der Definition der Grössen =, ist 


dur Hr 


dt f ! 


und daher folet aus (5.) die Gleichung 


dx, OL, u, ‚ OL HM, O2, Wu 
dt ou, 1 E ou, A L°® u, / 
Setzt man 
dx, 
I—1, z ? 
so kommt 
7. x, OLa u, OL, FR N o4 
( u OU (u 
Diese Grössen e, sınd also reine Functionen der Elemente z,(0 un 
4. Sieht man die Grössen a,= (t—t,)x,(0) als abhängig an von den Ele 
menten xz,(0) und z,, so tritt der beachtenswerthe Umstand hervor. dass b* 


der Vertauschung jedes Elements z,(0) mit dem entsprechenden Elemente 
eine jede Grösse «, in die entsprechende Grösse — v, —t,)z, ver 
wandelt wird. 
2. 

Nachdem das System Differentialgleichungen (3. in der vorgeschriebenen 
Weise integrirt ist, kann man die Werthe x,. in den Constanten x, 0, und 
2,(0) und der Grösse £ ausgedrückt, in das Integral S substituiren, so dass 
dieses eine Function der Grössen z,(0). 2,0), £ wird. Die Methode von 
Hamilton und Jacobi gründet sich dann auf die Darstellung der ersten Variation 
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von 8 Wenn man zunächst die Elemente ,(0) und «,(0). jedoch nicht das 
Kloment #, variirt, und die entsprechenden Variationen mit (IS), (dir,) be- 


zeichnet, so folet aus den Gleichungen (2.) und (3.) die Relation 


\ ’ ‚ef(r) ‚of,(a(V)) „ 
Ss (OS ) Pe / (ir, P) I | dir, V\, 
a Or, a OXa (0) 


\artirt man auch das Element £, und nennt die bezüglichen vollständigen Varia- 
tionen IS, dir,,. so gelten die Gleichungen 


08 = (IS) + fa) ÖL, dir (Iir,)-+ ir) dt, 


“ 


und diese, in (8.) subsliluirt, liefern das Resultat 


of. (ae (VO) 
fl, (ar ( dr,(0). 


a IUE ‚ofla) ‚of(@) „ e 
2 JS (fir >) «01 2 / oa,— 2 - 
h \ or, (0) 


Or, a Ola 
Weil nun fir) eine homogene Function p'"” Grades von den Grössen 
ist. so hal man 
of.) 
—— / 


“ or 


“ 
 } 


4 p f(x) 


u 


Ferner gilt für die Gleichungen (3.) das Integral 


10.) f(a)=ful@ (O))=h, 


und die Funetion 8 lässt sich ohne Integralzeichen, wie folgt, darstellen 
/ hat hit—t,). 
4 


Unter diesen Verhältnissen nimmt daher die Gleichung (9.) die folgende Ge- 
stall an 


| r R 0)) 
t-t)h)+(p-NMhdt=2 fe) -00,-—& ee 0, | 


 — «Ka 


ı 0, 3 Or, (0) 
Man kann nun die Frage aufwerfen, durch welchen Factor die linke Seite 
dieser Gleichung. welche nur die Bestandtheile (#—4,) und Ah enthält, ein voll- 
ständiges Differential werde. Es ergiebt sich, dass durch Hinzufügung des 
Factors \£—#,)"' das Differential O((£—t,”%h) entsteht. So gelangt man zu 
der Relation 


11. I((t—t,) h)= t—tb, v1 ze) Ir, — (t- up 23 - A ()) 92 ‚(®). 





= om (0) 
Dieselbe erhält ihre eigenthümliche Bedeutung abermals durch die Homogeneität 
der Function fix). Denn weil (—-4)z,=v,, (t-t,)r,(0) = uw, ist, so ; 


hat man 
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4 f(x) = f(o). Ep A A it 

u #9 „1, (E0))  9f,Cn 
4) (la) = Sul). I— 4) 

fir) = fun mp du 


In Folge der Gleichung 10.) ist also 


10", I-tPh=fio) = fı(w). 

und die Gleichung (I1.) verwandelt sich in die Gestalt 
12 If © If, u zit Jr >. AM Or, VO 
7 | 
Diese Gleichung. in welcher die Grössen », und vr, al hhär ı d 
Klementen x, und x, 0) aufgefasst werden. ist das Werkzeng A 
Studium des Normaltypus (du, gebraucht werden wird 
Be) 
Da die Gleichung (7.) aus der Gleichung ‘5., entsteht, indem 

du, durch «, und gleichzeitig jedes dr, durch ®, ersetzt wird. so eı 
aus jeder Relation zwischen den Differentialen dr, und dw, eine neue R 
indem man ev, für x, und «, für du, substituirt. Das Ergebniss eir 
Substitulion von «, statt dw, in einem Ausdruck Fidu möge mit Fdı 
zeichnet werden. Dann folgt aus der Definitionsgleichung des N 
(4.), und der Gleichung 10°.) die Gleichung 

13. fe fu g/du 
Dieselbe liefert einen Ausdruck für die Ableitung 2 — . wenn maı i 
als abhängig von den 2» Elementen », und dw, betrachtet. und die letzte 


durch die Gleichungen du, —= », bestimmt denkt. 


H f rt dı f: rt du 
10) wm _ [Eee |, [era], 
” J 


COM, OUs rc du. 





Zu einem anderen Ausdrucke führt die Gleichung ‘12 Nimmt man in der- 


selben die Elemente x,(0) als constant an. so wird 





If, u) = < of 2) ÖT,. 


OT 


und deshalb 





f(e) oz; 


OTs CU, 


45, of,(u) _ >> 2 


i | ou, 





= 
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Nun folgt aus (4.) unmittelbar 


og (du) z of (de) c ur 


du, od ou, 
und vermöge der vorhin gemachten Bemerkung 


[‘ 2 'p Be: 5 oft (v) ) O2 


odu, 1 0% 0m 





Ks ıst daher 


a6) he _ EI 
\ . rn i _ ER 


OU, odu, 


und wegen (14.) ergiebt sich 


(17.) 


\ 


| °4 (du) 0 


ou, 
Indem man die so eben erhaltenen Gleichungen nach x, partiell differentiirt. und 
heachlet. dass die Indices a und b mit gleichen Rechten auftreten. so bekommt 


man die neuen Relationen 
| o’pldu)] » (du)? 0 


ou,om IS. ER 




















IS.) 
\ -_— nN9 ‚ Be 
oop(du) 1 F ’p( (du) 0 
ON, Olty Odu, On . 
und 
ö )2 f' >) { 
© A (u) | | I Y(du)T f N. 2 
19. ou, ony odu,cw I Lodu,odu } 
x) 
of, ( £) Kat du) | oO yldu) 
un en nn = — —— _- 7 — - “ 
ou, Ou, OU,© u J3'1o o du, ® dun . 


Wenn man in der Gleichung (12.) sowohl die Elemente r, als die 


Klemente x,.0) als variabel ansieht. so kommen für die ersten Ableitungen 




















der Funelion f,(a@) = fie) nach x, und z,(0) beziehungsweise die Ausdrücke 
(r cf (u . e 
und -——-. Denselben entsprechen zwei Darstellungen der zweiten 
OVa OU; 
nach x, und z,(0) genommenen Ableitungen von f(#)=f(e). Bei diesen 
Darstellungen kommt in Betracht. dass die Coeflicienten der Form f{dx) von 
den Elementen x,(0). die Coefficienten der Form f, dx) von den Elementen 
r, unabhängig sind; die Gleichsetzung der beiden Ausdrücke giebt das Resultat 
20.) E19, _ 1, Ber Be ER Dr 
eonmcv, 00) 00,00, © (0) omou O2, Omon, Ox; | 
Aus den » Gleichungen, welche in dieser Formel enthalten sind, weil a und b 
alle Zahlen von 1 bis » bedeuten, folgt die EEONETG | 
| o’f(e) a or, m (—1)" © Tu) |, Kaly 'w 
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Wenn man sich die x, als abhängig von den «, und r,(0), die z,(0) als ab- 


hängig von den ve, und x, denkt, so hat man ferner die bekannten Gleichungen 





or, | |o(0) | _ ' ou | Jos |_ ' 
or, (0) RT | x, II 9m | 
Durch die Anwendung derselben kommt 
flo) | | de | _ 7_4| hm || 9200 
ov,dt, own | 1 00m II ©, u 








und durch Quadrirung der beiden Seiten entsteht die Gleichung 





| o’f(v) Ta v Ic f u) | | 0a 0) 
(21. | 0% 90 om | ie Ic won h} Oo 
| of,(u) | o’f(v 
| m | | r.0r. 


Es ist oben darauf aufmerksam gemacht worden, dass bei der Vertauschung 


jedes Elements x, mit dem entsprechenden x,(0) jede Grösse », in die ent- 


sprechende —v, verwandelt wird. Unter dieser Vorausselzung verwandelt sich 
ne RR! Blur in Mani; 02, (0 ner 
also f(e) in (1) fa), ha) in (-1)’ flo). —- in ————, und die linke 


On; or 


Seite der Gleichung (21.) in die rechte Seite derselben. Diese Gleichung 


drückt daher den Satz aus. dass der Quotient 











| du cu 

bei der Vertauschung der Elemente x, und z,(0) in seinem Werthe unver- 
ändert bleibt. 

Eine neue Beziehung zwischen den e, und «, ergiebt sich daraus, dass 

die x, (0) 


J 


als abhängig von den e, und r, betrachtet werden. Wenn man 
nämlich, um z,(0) zu bilden, nach der Abhängigkeit der Grösse x, 0) von 


der Grösse #, fragt, so leuchtet es ein. dass die Elemente x. ohne Einfluss 
” ’ d 





. x ’ de, . 
sind, während die Elemente e,= (t—4,)—- in Betracht kommen. So ent- 











dt 
steht die Gleichung 
dx; (0) 027,(0) do, or (0) dr, 
ze dt, a: dt, 
. dx; (0) $ u; dr. dr, v. 
Nun it — — = 2, (0) = ——., daeeeen — = —- —2—-—- _—Z_, und daher 
dt, a. t—t’ we. dt, dt —1, 
ergiebt sich die Gleichung 
Or, (ON Ars (ON 
22. — u en a ts Lip. 
\ ) b C v, ı i i or, n 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 1, 2 
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Aus derselben folgt durch Auflösen nach den v, die Gleichung 
od, Od, 


Ber 2,0) ut a Zah +0 


welche in ihrer Form mit der Gleichung (7.) übereinstimmt. Man ist indessen 





. . . . | cz 
nicht berechtigt, hieraus den Schluss zu ziehen, dass der Coefficient - 
ou, 

’ ov . . „pP . 
dem Coeffiecienten ——— — gleich sei. Prüft man diese Voraussetzung durch 


x.(V0) 


die Gleichung (20.), so findet man dieselbe nicht bestätigt. 


4. 

Um die bisher angestellten Beobachtungen für die Ergründung von 
Eigenschaften des Normaltypus zu verwerthen, spreche ich den Inhalt der 
Gleichungen (6.) und (13.) so aus, dass die Differenz 

(du) — fu(du) 
immer verschwindet, sobald die sämmtlichen Variabeln «, gleich Null gesetzt 


werden, und auch verschwindet, sobald jedes Differential da, durch das ent- 
sprechende Element «, ersetzt wird. Auf diese Differenz wird das Augenmerk 
vornehmlich zu richten sein. Eine Haupteigenschaft derselben besteht darin, 
dass jede nach einem Differential dw, genommene erste Ableitung derselben 
ebenfalls verschwindet, wenn man jedes Diflerential dw, durch das correspon- 


dirende «, ersetzt. Dies lehrt die Gleichung (16.), wofern man derselben die 


Gestalt giebt 





PFICER Opldu)  ofldu) I __ 
(23.) | odu, odu, iR 


Im Fortgange der Untersuchung wird sich herausstellen, dass die Dif- 
fu(du) in genauer Beziehung steht zu der Differenz 


P namen 
füldu) — (dyfu(u))”. 
Diese Differenz hat auch die Eigenschaft, dass jede nach einem Differential 
du, genommene Ableitung derselben durch die in Rede stehende Substitution 


gleich Null wird. Denn es ist zunächst 
P 
(dyfa)” = pP” (ha) (dfılu)), 


6) AVF a 2 Ole 
ur = pr(pu))'p(af,(u))’ un 


Substituirt man du, für z,, so wird 


Hd) _ Hm) und df,(u) =pfu(u); 


ferenz p(du) — 








Oodun Mr 








2 


2 
Ei 
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und es resultirt die zu beweisende Gleichung 





[ar.Caw ACHRONE gr 


odu, odu, 


24.) 


Aus der Verbindung von (23.) und (24.) folgt dann die Gleichung 





RE 
Og (du Oldyf,(u))r 
.) + ) = ( vf,(w) | 2 0, 


odu, odu, 


2 


ai 


welche ausdrückt, dass die erwähnte Eigenschaft der Differenz 





, P- 
p (du) — (dyf(a))” 
gleichfalls zukommt. 


- 


>. 
Die Einführung der Normalvariabeln wird jetzt zu einer Umformung 


%y Y Ai au 
der zweiten Variation des Integrals S ff fix )dt verwendet werden. Eine 


1, 
dem Zwecke der Variationsrechnung entsprechende Umformung ist eine solche, 


die zu erkennen gestaltet, wann die zweite Variation ein unveränderliches Vor- 
zeichen habe und wann nicht. Da die Grenzen des Integrals als fest be- 
trachtet werden, so kommt es darauf an, die zweite Variation der Function, 
die sich unter dem Integralzeichen befindet, unter Berücksichtigung des inte- 
grirten Systems von Differentialgleichungen (3.) als ein Aggregat einer qua- 
dratischen Form von r» unabhängigen Elementen und eines vollständigen nach 


{ genommenen Differentialquotienten darzustellen. Der zweite Bestandtheil muss 


nach Ausführung der auf £ bezüglichen Integration den Beitrag Null liefern; 
die quadratische Form, falls sie von unveränderlichem Vorzeichen ist, bestimmt 
das zu ermittelnde Vorzeichen der zweiten Variation des in Rede stehenden 
Integrals. Eine genaue Erwägung verdient der Umstand, dass bei der Bildung 
der in Rede stehenden zweiten Varialion die zweiten Variationen der Elemente 
x, und x, als verschwindend betrachtet werden. Bezeichnet man die in dieser 
Weise genommene zweite Variation von fix’) mit (d’f\x’)), die vollständige 
zweile Variation mit d’f(x’), so besteht zwischen diesen Ausdrücken die Gleichung 

of(x 


\ / \? / ” 7 (x’ \> . 
"fla) = (Kra))+ 2 ID Fa, +2 
a Ola u OLı 


' 


2 Ö’E,. 





Wenn nun durch die Einführung eines Systems von neuen Variabeln y; die 
Form fidx) in die Form g(dy) übergeht, so wird J’f(x') = d’g(y'); welche 
Beziehung besteht aber zwischen den einander entsprechenden Ausdrücken 


2% 
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(Ifr’)) und (Igly'))? Die Antwort auf diese Frage ergiebt sich, wenn man 


die vorstehende Gleichung in die folgende Gestalt bringt 


of(a') lat) . 
12 d / dy X ) d 2. 
nn ! rn ’ v ( / ( ‚r') ( Ka vr “ Or, 
fa): fir )\+ I . Or ; 
At FR a Odı dt u. dit 


Wegen des Systems von Differentialgleichungen (3.) wird der Factor von O'r, 
in dem zweiten Summanden der rechten Seite „leich Null, und es leuchtet 
ein, dass die Dilferenz (fa ))—(9’y(y')) gleich ist dem vollständigen Dif- 
[erentialquotienten 

) ! 

eg ) v 
d y' y(y O’y 


a — NA 


a Or, om 
dt er dt 


VfaN 
( z) ” 
dy Or 


Um dieser Ursache willen schliesst die auszuführende Umformung der zweiten 
Variation ein Resultat in sich, welches von der Wahl der Variabeln des iso- 
perimelrischen Problems unabhängig ist. 

Die Einführung der Normalvariabelen x, zieht die Gleichung f(dr) = (du) 
nach sich; stellt man bei der Integration der isoperimetrischen Differential- 
eleichungen die Bedingung auf, dass für #=14, die Variabelen x, sämmtlich gleich 
lu 


( 
dit 
werden sollen, so folgt aus der Definition der Normalvariabelen die Bestimmung 


Null werden, die Dillferentialquotienten eerebenen Constanten z,(0) gleich 


U, — (d -1,)a,(0). 
Die zweite Variation des Ausdrucks y(w). deren Transformation ausgeführt 
werden soll, wird alsdann folgendermassen explicite dargestellt 
(pa) 
26.) ‚un la O’q (u Op (u O’g (u cr 
( (u) I (u) : r ) I rl ) udn, ). 


x \ \ Kre . > FR u ._ an’ ie = 
> ( du, da + du,du + ——— du du + — - 
ab NOU, OUy OU,OU:, ou, ou, OU, OU 


Die zweiten Ableitungen von Y(w'), die hier auftreten, unterscheiden 
sich von den entsprechenden Ableitungen in den Formeln (18.) und (19.), 
bei denen respective du, stalt «, steht, nur durch eine leicht angebbare Potenz 
von (?—#,) als Factor. Denn dort muss da, immer durch «, ersetzt werden, 
und hier ist „= (f—4,)"'u,. Eine mit Hülfe der vorhandenen allgemeinen 


Methoden gebildete Umformung der zweiten Variation (26.) kann nunmehr 
direet abzeleitet werden, indem man vermöge der erwähnten Formeln (19.) 








fa FR n2 ' 
ogp(u o’p (u) N j o’y (wu) 

die Ableitungen u a] und u durch die Ableitungen — —- und 
OU, OU; ou,Ous ou, Ous 





(27.) 
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Of, (u) 


OU, UUuy 


ausdrückt. Es findet sich 


ne : UBER ar 
oglu) dt ‚doy(uw) 4-4)? If, (u) 
4 () ‚ 4 / () ‚ 
OUx IMs f UU, OUMy UU,UUy 
gu! oJ“ ‚ ‚Il 
ya) RR Da AD rar a „+1 I (u) 
‚ . () , ge / | 0), ' ” 
OU, UN OH, UUg OU, OUy 
a ’ 9 / n] nqyp 
og) 4 ‚oy(u) | 7 / 041% [, (u) 
/ () / 4 0) 
OU, UM UU,OUp OU, /U 


und deshalb ist 


‚op(u | Ä 
2 (t—1 Ou,du 1)" (du,du + du,dm,) 4 dw, dn,) 


(0° p (w)) j, b 


a,b ON, OU 


‚of (u) v.. da; ' 
®; I (—- 1-4) du, du + I) (In, da dad ). 


ab UU, OuUy 


942 o’f,(u) 


( Hu ‘/Hı 


Man erkennt leicht, dass der Ausdruck (t—K,, sobald man die 


Grössen a, durch die Variabele ! ausdrückt, von der Variabele £ unabhängig 
wird. Daher ergiebt sich die Gleichung 
Jf (u) 
a(cı Brent 4; du, du, 
Ol: OU £ 
di 
N of, (u) 


— tt) du,du, + (tt) (du,du, + du,du;,)), 
OU, Ouy r i 


(d- I) :; b 7 
und es entsteht die gesuchte Transformation 


(dp (w )) — 


\ of,(u).. | 
/ 2. in ala—ı de > / -Öu, dus ) 
1 . *, Yf (u) 4 ci \ x ] \ ü ni af Ol, (Mu 2 i 
I -— 7— (di — (t-4,) du,) (I (tt) day) 4 | 
\ sb Ou, cu dt 
Aus der Gleichung 
o’g (du) „ O’flde) O2, 02 
odu,odu 60 dr,odı, ou, om 


u . ‘ > b ’ i ‚og (u 
folgt für die Coefficienten der quadratischen Form Z&- —/ nn die Be- 


[% 
er OU, OU 


sıımmung 
„28 ce n9ap/.. ‚ , 
‚og(u Oo fi r\ Or. OT 
4 nn J e ur 3 b 
OU, OUs 9,5 OD, OT, OU, OU; 


Diese liefert aber die Determinantengleichung 





265 (uN | o’f(e | or 
FR ge © f u) ) . u, or. 
(28.) 4-41 = |- | 


Od, OT, j CU, 


Ou, Os 
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deren rechte Seite identisch ist mit dem Zähler des Quotienten, der sich auf 
der linken Seite der Gleichung (21.) befinde. Der Nenner dieses Quotienten 


> of, (u 
ist dagegen die Determinante der quadratischen Form 3 — fo‘ ) 





du, Ou,. 


In der Formel (27.) setzt man voraus, dass die Ausdrücke (£—#,)""dw, auch 
für =, endlich bleiben; dem Festhalten der Grenzen des Integrals S ent- 
spricht das Verschwinden der Variationen der Variabeln für die Grenzen des 


Integrals. 


6. 


In den bisherigen Untersuchungen war der Grad p der Form f(dx) 
gleich einer beliebigen die Einheit übertreffenden Zahl; von hier ab soll p 
den Werth zwei erhalten. Für die quadratischen Formen f(dx) und (du) 


bediene ich mich der Bezeichnungen 





v [ y — = _— 4 04 — 
2f(de) = La, ,dx,de,, la,|=4; — =A,: 
a,b Od,5 
%) ‘ f y oll ») 
(29.) 2 (du) = n Pr du,du,, Iaıl=11, u Pıis 
am Li Ä 





Ä | 24 (0) 
me N. en ZN E28 N Er N. 
2f,(de)= Fa,,(O)dx, dx a.,(O)|= A0). —-— = A ,0). 
N , 25 a.b\Y) a b> | a,b \ )| ve) Ca, (0) a,b\Y, 
Die in der Gleichung (23.) ausgesprochene Eigenschaft der Differenz p (du) —fdu) 
ist demnach in der Gleichung 

Vz NN en 

(30.) = (Pas — 4, (0)) % = 0 
enthalten. Unter der Voraussetzung n„=2 und n=3 kann man die Bedeutung 
dieser Gleichung und der eingeführten Begriffe überhaupt durch eine geome- 
trische Interpretation versinnlichen. 

Bei »a=2 sei das Quadrat des Linearelementis einer in den independenten 


Pau 


Coordinaten x, und x, dargestellten Fläche 

2f(dx) = a, dx, + 2a, .de, dx, + a,.dx). 
Auf dieser Fläche gehe von dem Punkte (z,(0), z,(0)) eine kürzeste Linie 
aus, deren Anfangselement mit dem Element dx, den Winkel & bildet, und 
deren Länge bis zu dem Punkte (z,, z,) gemessen, gleich r ist. Alsdann be- 
stehen zwischen den Grössen r, & und den obigen Grössen a, die folgenden 


Beziehungen 





yd,u, 


—- tg», 





Yafıla)=r, 


a,ı(O)u, + di. (Vu, 








Lipschitz, über ganze homogene Functionen von n Differentialen. 15 


aus denen die Gleichung 


YA, Cu du. — u du) _ Ye ldn)— (af W) _ ge 
2f, (u) Yf,w) 

abgeleitet wird. Man sieht, dass die Verbindung f(du) — (dyfa)) gleich dem 

Producte des Quadrates von dem Ausdruck (x, das, — u, du,) in einen endlichen 

Factor ist. Diese Eigenschaft muss aber vermöge bekannter Sätze bei jeder 

quadratischen Form der zwei Differentiale dw, auftreten, deren erste Ableitungen 


nach dx, durch die Substitution von «, für da, verschwinden, also auch bei 


der Differenz y(dau) — fu(du) und der Differenz y (du)— (dyf,(u)). Aus dieser 


/ 


Ursache hat der Quotient 
yldu) —(Af W) 
f, (du) — (dyf, (w))' 


einen von den Differentialen da, unabhängigen Werth. Wird derselbe mit 


2 


m 


—— bezeichnet, so stellen die Gleichungen 
2f,(u ? o 


f(dz) = y(du), 
2yp(du) = dr’ +m db’ 
diejenige Transformation von dem Quadrate des Linearelements der gegebenen 
Fläche dar, welche Gauss in den disquisitiones generales circa superficies 
curvas art. 19. gegeben hat. 
Bei 2=3 seien &,. 2,. 7, die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
im Raume, und es sei 
2f(de) = dxi+ dx, + de;5; 
dann gelten die Gleichungen «, = z,— z,(0). Wird von dem Punkte 
(2, (0), &,(0), x;(0)) nach dem Punkte (z,. ©, 2,) eine gerade Linie gezogen, 
so ist die Länge r derselben gleich Y2f, (u), die Differenz y(du) —fı, (du) hat 
den Werth Null, und der Ausdruck 
fl) Cfildu)— (dyf,(a))‘) 
bedeutet das Quadrat von dem Flächenraume desjenigen ebenen Dreiecks, dessen 
Ecken die drei Punkte (x,/0), x,(0), 2;(0)), (2, &, 2;), (zıt+dx,, 2,+dx,, 2,+dx;) 


sind. 


Die Gleichung (30.) eröffnet bei den quadratischen Formen von » Dil- 
ferentialen eine neue Verbindung zwischen dem Normaltypus und der quadri- 
linearen Form P(de, dr, dx, dx); diese Form ist Bd. LXX, pag. 83 definirt, 
von Herrn Christoffel Bd. LXX, pag. 58 unter der Benennung @G, eingeführt. 
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Ehe ich zu dem Nachweise jener Verbindung übergehe, werde ich in Bezug 
auf die Gestalt der Function 7 und der mehrfach linearen Ausdrücke. die 
Herr Christoffel aus derselben abgeleitet hat, einige Bemerkungen einschalten. 


Es sei, wie früher 


f ( Aya | ( a, h ( a, b 
BT \ | ad Or or, or, ’ 
» h xp s  % 
fatde) 2 fun da,da,; 
Hr 


man bezeichne die aus fidr) und fd) gehildeten bilinearen Formen fol- 
gendermassen 


oft(dr) 1 ı 


) 
\ f(de,da)=12 — de, = JSa,,de,de,, 
9 \ b ( da Is ab 
on \ 
ı ) 7 ı\ı ı 
* “ ( [1 (Ad ‚d % . 
f‚(ar, de) = 12 k da, = JZSf,.‚de,de,, 
” ( dırı r 1b 


) 
dann giebt die Variation miltelst der drei Charakteristiken d, d, 0 die Gleichung 
I l I I I 
33.) Ifidr,de)\4 df(Or, de) - dfdr,da) = Na,,ddr dr, + I f(de,de)dr,. 
a 


a,b 

Selzi man nun 

I l I ) l 

34.) SZ a,,ddr, + fide,de) = Fa, ‚(dar 4 Sldr, de)) = I (der, de), 
y b N 
so Ist 
- . i . As c ı 

35.) S (de, dir) - ; fd, de), 

und 
I l l I 
(36.\ Ifidr, de\+dfidr, de) + df(dr, d.r) SV (de, dae)dr,. 
“N 


Vermöge dieser Bezeichnungen liefert die Formel (74°) Bd. LAX, pag. 99 


dieses Journals die folgende Darstellung der quadrilinearen Form 


1) I l L) I ) 
\1Fıde,da,de,da) = I(dP (dr, da)da,— Pidir, de) S, (dr, dr) 
nr G v 
O4 } 1 | 1} I 
| —_; (d Vıidr, da)\dr, — Pıldr, dr) S, (dir, dr)). 
3 


Aus dieser Darstellung kann man leicht die Thatsache ableiten, dass bei der 
Transformation der Form f(dr\ in eine beliebige andere Form g(dy) die Form 


7 sich in die entsprechende Form mitändert. Setzt man 


. cCg(dy) ! * 
Ss day, = gidy, dy), 


I 
> Ku 
I 


cdy 
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so folgt aus der Gleichung f(dr) = gidy) die Gleichung 


[idr, dir) y'dy, dy) 


Mithin lehrt die Gleichune (36.1). dass der Ausdruek £ Y/ (dr, deidr, ebenfalls 


zu f(de) eovariant ist. Vergleicht man lerner den Ausdruck 
I 


) l 
SV (dr, de)dr, Sa ,l0r, (ddr, (dir, dr) 


a ah 


mit dem Ausdruck 
f( )r, Dir) Be n) r,Da,. 


so erkennt man. dass ein zu (de) eovarianler \usdruck. ın welchem eın 


System von Dillerentialen Dir, vorkommt, zu fida 


1) | 
(dr. dr erselz! Weil nun 


eovarıant bleiht. ohald 


man jedes Dir, durch das entsprechende ddr, 


zu fd.) die Ausdrücke 


I I l l l ! 
d(EV(dr, di) dr,) NdVr(dr. devda, EV (dr, deidoda 
“ f 
I I l l j 
ES Wi(lr, dr Dr, > Ww(dr.deiddr, - EV (Ir. da dr.) 
b f 


covariant sind, so ist es auch ihr Aggregat. und deshalb auch die rechte 


Seite der Gleichung (37. ) 
Auf demselben Grunde ruht die Methode des Herrn Christoffel, um aus 
einer mit f(d.r) covarianten mehrfach linearen Form 
l 


kids. dr.... ds) 


eine neue von gleicher Eigenschaft abzuleiten, bei der die Zahl der Systeme 





von Dilferentialen um Eins grösser ist. Wenn nämlich Fidr, dr, dr, zu 
f(dx) covariant ist, so sind es gleichfalls die Ausdrücke 
‚OF | 5 
Jf ») ds,+ 23 Vdr,. 
a OLa BA 4 we a 
oder, 
a .:@P 2 „ o#F 
- 3 —— Das, = - 3 —— Jde,— 2 5, (dr, da 
und darum ist es auch das Aggregat 
‚ OF a, A 
Ss —- de, - 23 ——£ (dr, der). 
a OL: 5 a . e 
odr, 





Satz. 


Hierin besteht aber der von Herrn Christoffel Bd. LXX, pag.57 aufgestellte 
Journal für Mathematik Bd. LXXII. Heft 1. 3 
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Aus der Gleichung (34.) folgt vermöge der Gleichung (11°.) Bd.LXX, 

pag. S0 
ofı(de) , ch (dr) 
IR 2 


2d 
N da 
od.ıry odr, rn 
die Relation 
I i n 
\ . ‚of, (dx) 
V’ (dr, dr) d(ZSa,,da)—ı2 I\ dx... 
in ».'.Od2, 
welcher man auch die Gestalt geben kann 
l l )f l 
on di A 
(38.) Y’ (de, de) = d(Za,,‚de,)—- 13 —-- / > (Za.,da). 
v “nr dA odr, po» 


Dieselbe wird später zur Anwendung kommen. 


- 
L 


Der erwähnte Zusammenhang zwischen dem Normaltypus y(du) und 

I l 
der Form ?ıdr,dr,dr,dx) tritt hervor, sobald in dieselbe statt der Differentiale 
dr, 
di 


die Normalvariabelen eingeführt werden. Durch die : 


dr, 


0%, (HE) =», substiluirt und dann 


dt Di. 
neeoehbene Substitution 


88 


1) 
dx,,. de, die Ausdrücke (t— 4) 


' 


l 
wird die Form tt Fir, de, x 
0).....0,(0)),. des Anfangssystems (z, (0), 2 (0),....2,(0)), 


! 


‚Jxr) abhängig von der Wahl des Anfangs- 
\ 


systems (a,(0), x 
und der sich stetig ändernden Grösse (2—f,); man kann dies auch so ausdrücken, 


FR 4 ie Na “ de, 
dass für die in die Form % eingehenden Systeme x, und - e durch die In- 
: 


tegralion des isoperimetrischen Problems der Weg vorgezeichnet ist. Es sei nun 
l l l ı 
Pidx,dr,dı,de) = O(du, du, du, du), 


x 


so hat man nach Formel (34.) Bd. LAX, pag. 84, wenn dem Ausdruck fi... 
l I 


der Ausdruck g,,, entspricht, für O(du, du, du, du) den Ausdruck 


l l 
O'du, du, du, du) = 


> 


39 ar / ng 3 
vw / O Pas © Pr.d O Pad  _OPoa P..» 


ı WW 
—— u. ve ru an ee r N \ \ u) 
ta OO OO Om Cu Au "cp J 


l 1 
(Pros Pro Scanfr ‚.))du, du, du, du,. 


Nun ist 
1 l 
v(e,dr,r,da) = Olu, du, u, du). 
und der letztere Ausdruck gestattet eine einfachere Darstellung. Neben der 


Gleichung 


(30.) = (Pas 4, (0))% — 0 
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liefern die Relationen (19.) die Gleichungen 


4 ‚Pa n 


| Pa, Ad (0) P u, J 
(39.) 


4 [4 /Uy 


2 
. () Pa b 

z H,N,. 

„bb OU, OU 


| Pa, 4,0) 


Dam 


Durch dieselben wird 


n2 
y' O Pan 
u 
ag OU, Yuy 


) ı) 
uU, 2 (Pu —uy(0)), 


. * % Pas / u 
ferner, weil -— I — "u, = Mo mp (V) ist, 
a Juy 
; j | 
U Pa . Opo N ‚ OP 
2ER u, ES" +23 MN, 4, 
a, ou, Yu, a ou, A Ouy 
. do’ ’ . UPe,b r ’ 6, ) b 
2 F. u, <& +2 u, 
a,n OUM,OUy a ( Hu a ONy 


l 
Deshalb verwandelt sich derjenige Bestandtheil von (u, du, u, du), der die 


zweiten Ableitungen enthält, in den Ausdruck 


2 . 3 ps b 5 [4 Pe b 1) 
BIP. ZU 22 — u.)0u, Iu,. 
b,b a,n OUUg ( Ug a Ola 


l 
Für den andern Bestandtheil von 9 (u, du, u, du) sind die Ausdrücke I, .,%.4,, 
a8 PER 
Span ZYrn,%, zu bilden. 
a My A R 


Nach (31.) ist 


y ysı/OPca , Peg Pag \, 
u; Pe,a.o Ya on “ 2 z Er ; U,» 
c 


a om OUg Om, 
und daher wegen (39.) 
vD 
y' = £ y' P: A 
ui (P u —— ur A u 
a fe.a aTa a 0m a9 
op 
y' q 4 ’Pr,b 
PB 7 a. U,. 
r fe.a,b a r In; a 
2 In k 
y _  yOPıs _ 
— ( U — , B. 
q Vo,5,8 q a ou, A 
Ferner kommt 
en 
Bj y' ’Pe,a e 
«+ uu. = 3-2 u.u.. 
5 Fean ao 2 is a #9 
op 
y' ÖPe.g — y' Ä | * 
3 u = — Zn, u ,(Ö))e;; 
Fe : ‚P:,a ca\VY))W, 


der letzte Ausdruck ist in Folge von (30.) gleich Null, folglich auch der 
l 


Ausdruck 3%, .,%4,. Mithin bekommt der zweite Bestandtheil von O u, du.u, du) 
a,8 b b 


A 
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den Werth 


% P, db OP. oO; d.5 
d Opes OPos E u,u ‚oa, Ou;; 
"ab, ZI OU. Om, 





1 
und die Form O(u, du, u, du) bestimmt sich folgendermassen 





1 
' G(u, du, u, du) 
(40.) 
3 = Y O ‚OPs.H . Pe.» Open OPrs ı 
|= 3(3 Br —-4,4,+223 GEN ni z Pen SP „du du. 
\ Na Oi ou, a OM age HI Cu Cu, 


Man kann nun diese Darstellung dadurch zusammenziehen, dass man 
Differentiationen nach der Grösse #f einführt. Aus der Definition der Elemente 


«, folgen die Gleichungen 








s_ Ps 5, = (in) Pr 

ra)? u = (ih) dt ? 

O’po u Di ‚d’ a Po. 

zz, ou, ud = (l u) de’ 
Hieraus entsteht die Gleichung 
ı we i d i 
\O(m, Öu,u,du) = E((t— u) —; —: L FIR) 
(41.) b,6 di 
| (—t,)" Pr FR ne 
a ie Tr dus Iuy. 
8. 


Man ersetze in dem Ausdrucke (u, Bu. a, du) die Differentiale du du, 
durch die Differentiale du,, dw,, und entwickele die Coefficienten der be- 
treffenden Form O(u, du, u, du) nach den positiven Potenzen der Grössen «,, 
so dass [O (a, du, u, du)], das Aggregat der Glieder von der Ordnung g ist. 
In derselben Weise verfahre man mit der Differenz y(du)—f,(du).. Um nun 
Aggregate derselben Ordnung in den beiden Entwickelungen mit einander zu 
vergleichen, ist zunächst nachzuweisen, dass das Aggregat erster Ordnung 
für jede Differenz p,,—a,,(0), oder der Ausdruck [p.ı—@.(O)]ı den Werth 
Null hat. Da die Grössen «= (t—t,)x,(0) sind, so ist eine Entwickelung 
nach den positiven Potenzen der «, nichts anderes, als eine Entwickelung 
nach den positiven Potenzen der einen Variabele (£—1,), und deshalb 


d 
42.) [pa] = Ar), t-%). 


Die Coefficienten der Normalform % (dw) FE vermöge der Definition 
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durch die Gleichung 


3:2 OXa Or 
Pıı — — d, b 2 
a,b Cl ou 


bestimmt. Die Bildung der Differentialquotienten zn für = t, erfordert also 


d ( —e) 
z . E rg . j Ollg ” r 
die Kenntniss der Differentialquolienten au zum für t=t,. Zur Darstellung 


derselben kann man den folgenden Weg einschlagen. 
Für die Grössen x, gilt bis zu der Ordnung (t—t,)’ exelusive die 
Entwickelung 
5 al BEI 
IL, = % 0) ul Lu) DT (0)+ ‚Zus =, (0 „ 


2 
wo der Werth von x, aus den isoperimetrischen Differentialgleichungen (3. 
zu eninehmen, und in dem betreffenden Ausdrucke z,, x, durch z,(0), x, (0) 





i i or 
zu ersetzen ist. Nun hat man —- = — 2 — , und deshalb, wenn d,,; 
or (dt 1,)02: (0) | 


wie in art. 1 für 1.0 gebraucht wird, 


0X, u Or, (0) 
HER TORE LUR 


Olg . n or (( )) 


Hieraus folgt der gesuchte Ausdruck 


“ ÖL; \ 
d ) m 
Bi ı OXa (0). 


Ge, 7 Ort (0) 


Der Differentialquotient nimmt jetzt bei der Substitution £ = #,. 








weil u .) ‚ ist, die Gestalt an 
our 11, af 2 
act i 0X 
dp: ') (Sr) x ‚nv our . our 
_ = | — +23a,,(0)I —— +230,(0)1 —— 
di) ER ac Tr 7 Flle a oo ar en) Ar 
oder 
dpi dag 2 en © %, (0 R 'e, X, 0) 
Ei, =), 
( a öxı (0) b OÖ 210) 


Vermöge der Formel (31.) erhalten die isoperimetrischen Differentialgleichungen 
(3.) die Form 
(3) Zayaltfıle) 


Daher ist 
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ya, (0) 0 Öhda' 0) 
a { nr (A )) ( rı (0) 
. das (0) la (0) 
P) dry (0) - - . = - k \ i \ ) 
b or (0) or (0) 


und mit Hülfe der gegen Ende des art. 6 schon angeführten Formel 


ofa (dir) ofy (d.r) la 
.. a,b 


odry, od.r, 
' rn Apıı aa ; a un. 
folgt die Gleichung \ = 0, mithin auch die zu erweisende Gleichung 
( It, 
13) (Pu) un) =o 
\ dt ll, \ ’ . 


Diese Relation zieht unmittelbar die Gleichung 
44.) [pidu)—fidu)], = 0, 
und vermöge des Ausdruckes auf der rechten Seite von (41.) die Gleichung 
45.)  [Otu, du, u, du], = O 
nach sich. Ferner folgt die Gleichung 


Ep) (4) 


RT u 
1 I tı dt? It, 2 ) 
die bis zu der Ordnung (t—4,)' exelusive gilt, und die Gleichung 


dpi | d’pri 


TE 2 | #6) 
dt (Gr vw lu); 


E 


die bis zu der Ordnung (£—4,)' exclusive gilt. Da in der Formel (41.) der- 
jenige Bestandtheil der rechten Seite, welcher in die nach c, d auszuführende 
Summe multiplieirt ist, eine höhere Ordnung hat als (£—t,)', so gelangt man 


jetzt zu der Darstellung 


„(d’p 
| \ u Lv ‘ \2 ei vb 
[O(u, du, u, du)], = n% (E— #,) ( de )_, du, du, , 
welcher die Darstellung 

G ei Er 


U’n 
ven \ x @ Prı 
[yidu)— fu(du), = 2 1 ( di’ ), a u. 


t.1 





eecenübersteht. Die Vereleichune dieser Ausdrücke führt zu der beachtens- 
a C oO 


werthen Relation 
4.) [eldu)— fi. du) = 1s|9 (u, du, u, du)).. 


l 
Es ist schon oben bemerkt worden, dass die Function O(u, du, u, du) 


l 
der Function ?(r, dr, v, (dx) gleich ist. Wenn man daher, um O(u, du, u, du) 
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zu bilden, in der Function Y(v, dr, », dx) die Grössen », vermöge der Formel 
(7.) durch die Grössen ”,, die Dilferentiale dar, mittelst der Formel (5.) durch 
die Dilferentiale dw, ausdrückt, so erscheint (u, du, u, du) selbst als homogene 
Funelion zweiten Grades der Elemente «,. und der Ausdruck | u, du, u, du , 
wird erhalten, indem man in dem Factor eines jeden Produels «,«, die Vor- 
ausselzung 1 == 4, eintreten lässt. Dies geschieht aber dadurch, dass man erstens 
in den Coellieienten der Form (vr, dx, v, dr, überall #, durch x,(0) ersetzt, 
was durch die Bezeichnung 7,(», de, ev, dx) angedeutet werden map, und dass 
man zweitens in Folge der Gleichung (=) ),, jedes ve, durch «,. 
b lımf 
jedes dir, durch du, erselzt. So kommt die Gleichung 


(AT.) u, du, u, du)), P(u,du, u, du). 
Dieselbe liefert, in (46.) substituirl, die neue Gleichung 

(48.) [y(du)—f(du)] ', Pin, du, u, du). 
Dieses ist die Gleichung, welche den Zusammenhang zwischen dem Normal- 
Iypus und der quadrilinearen Form 7 herstellt. Wenn die Form W als bekannt 
gilt, so wird durch dieselbe der Ausdruck |y du) — fu (du, |, erplieite dargestellt; 
wenn die Definition des Normallypus vorausgesetzt wird, so erhall man, ver- 
möge der nach den posiliwven Potenzen der uw, fortschreitenden Entwickelung 
der Differenz p(du) — f(du), eine Definition der Form W. 

Für den Fall »n=2 ist den Variabeln x, in art.6 eine geomelrische 
jedeutung beigelegt worden. Hält man dieselbe fest. so ergiebt sich zwischen 
dem Gaussischen Krümmungsmasse %, des Punktes (z,(0),. #,/0,) der in Rede 
stehenden Fläche und der Form 7, (u, du, u, du) die Bd. LXX, pag. $1 nach- 
gewiesene Relation 

P,(u, du,u, du) = —2k,4A,(u, du, —n, du,)'; 
dagegen ist in art.6 eine Gleichung für das Differential des Winkels 2 aul- 
gestellt worden, aus der man durch Quadriren die Gleichung 


Af, (u) fi, (du) -- (dyf,(u))’ ) — 4,(u, du, — u, du,) 


erhält. Die Vereinigung dieser Gleichungen bringt für das Gaussische Krüm- 


mungsmass A, den Ausdruck hervor 


— W (u, du, u, du 
1 —- 
Sf, (u)(f, (du) — (dyf,(u))‘) 


Man kann jetzt denjenigen Begriff in genauere Betrachtung ziehen. den Riemann 


als Erweiterung des Begriffes des Gaussischen Krümmungsmasses gebildet hat. 











24 Lipschits, über ganze homogene Functionen von n Differentialen. 


©‘ 


Ks werde für eine beliebige quadratische Form f(dr) von » Dillerentialen 
eine Grösse A, durch dieselbe Gleichung definirt, die so eben unter der Vor- 
ausselzune » 2 aufgestellt ist, 

Du, du, u, du) 
Sf, u)lf,ldu)—(dyf,(u))‘) | 


O Integrale des Systems von isoperimelrischen Dif- 


49.) hi, 


Da die Gleichungen x, 
ferentialeleichungen (3.) sind. so „ehl die Form gidau), wenn man von den 


Grössen a, (ın— 2) beliebige x, gleich Null setzt, in eine Form von den Dif- 


" 


ferentialen der beiden zurückbleibenden Grössen #, über. Gleichzeitig ver- 
wandelt sich der Ausdruck auf der rechten Seite von (49.) in das Krümmungs- 
mass der Fläche, deren Linearelement in den beiden Variabeln x, gleich 
y2y da) ist, für den Punkt, in welchem diese beiden Variabeln den Werth 
Null erhalten. Es wird daher, wenn man sich der Riemannschen Bezeichnung 
bedient, das Krümmungsmass einer n-fach ausgedehnten Mannichfaltigkeit, deren 
Linearelement gleich 2 fidr) ist, in dem Punkte (z,W). (0), ... @,(0)), 
durch den in 49.) definirten Ausdruck ii, analytisch dargestellt. Durch Hin- 
sunahme der Gleichung AS.) entsteht hieraus die zweite Darstellung der Grösse k.. 
i . [24 (du) — 2f, (du) ], 
(DUV.) ki —  —— Lt. 
fs) (f, (du) —(dyf, (u))’) 
Um einen Zweifel über die Definition des Krümmungsmasses einer »-fach 
ausgedehnten Mamnichfaltigkeit auszuschliessen, erkläre ich, dass bei der vor- 
stehenden Erörterung diejenige Definition vorausgeselzt ist, welche Aliemann 
in der angeführten Abhandlung in dem Schlusssatze von Il. $3. gegeben hat. 
Ich gestehe, dass mir die andere Definition, welche sich in 1. $2. befindet, 
dunkel erschien. bevor ich die Gleichung (50.) gelunden hatte. Man kann 
die Definition in HM. 8.2, sobald die Form f(d.r) wesentlich positiv ist, so 
auslegen, dass sie mit dem Inhalt der Gleichung (50.) übereinstimmt, und diese 


Auslegung darf deshalb wohl für die richtige gelten. 





g. 
Der in der Gleichung (21.) enthaltene Satz, dass der Ausdruck 
ö’fie) dx, |? 
or, or, Cu, 

















| o’f,(u) | 
| CU OUp | 
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als Funelion der Klemente x, und ,(0) aufgefasst, bei der verenseiliven 


Vertauschung der Elemente .r, und ,(0) seinen Werth nieht ändert. verein- 
lacht sich erheblich, sobald die Form fid.r) eine quadratische ist. Der Zähler 


des Quolienlen wird zufolge der Gleichung (28.) »leich der Determinante 


'pın FI des Normaltypus 2y (da), der Nenner gleich der Determinante Ja, (O1) 4, 
der Form 2/,(du), mithin der Quotient gleich dem Ausdrucke 
/I 
/ 


Die erwähnte Kigenschaft dieses Quolienten ist namentlich von Bedeutung für 


gewisse Ulassen von quadratischen Formen, deren Complex man als ein Ge 


schlecht "ON lormen bezeichnen kann Dieses (Geschlecht von lormen hal 


das charakteristische Merkmal, dass der Ausdruck y/du (dyfia)). durch den 


(dyf, n)) diridirl. einen ron der Wahl der Differentiale du, 


Ausdruck fi du 
Nach einer in art. 6 vemnchten Bemerkung 


unabhängigen Quolienten hefert. 


trıll! dieses Merkmal bei den Formen von zwei Dillerentinlen immer zu: bei 
den Formen von mehr als zwei Dilferentinlen hat dasselbe eine einschränkende 
Wirkung. Wenn man den in Rede stehenden Quotienten allgemein, wie oben 


m Au 
bei der Annahme » 2, mil TRTIE bezeichnet, so dass die Gleichung entsteht 
% „#) 


m 


(51.) yidu) (dyfı u) TAT (fuldn (dyfi(a)) ). 
“/,\u) _ 


m' 
‘) ’ 
2f, (u) 


der Variabelen a, gegen die Null. geren die Einheit converpiren. und der 


a em) - r- 


so muss der Quolien! in Folge der Gleichung (6.). bei dem Abnehmen 


Normaltypus y(da) erhält den Ausdruck 


m‘ 


(51”. p(du (dyfn)) | TAG (fu du) — dyfu )). 


Unter dieser Voraussetzung mögen die Determinante // und die Partialdeter- 


i r - df (u 
minanten P,, gebildet werden. Da dyf, u = } / und 
rn | f 7 
i a - Alu) of, (u 
(dfi u) P hi - / du, du. 
Y . at OU, OHı : 5 
ist. so hat man 
c f. u of (u 
’ \ . . m’ / m’ OU, vH 
20 (du) = Zn, ‚du.d. = 31 —— a, ,[(O) + 1— — — ) — du.d 
f\ / u a, a ji a. 2f, (u d,s 2 \ l 2/ u J 2/, u / Bi, 
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nach bekannten Determinantensälzen 
u / m’ m’ n—I 
Racer 
/ (u) 


m’ R N 
) 
I 67 er IA ran ( f, (u) “Io 


u AN 


Hieraus folgt aber 


und, 


p ( m N - ( =) (i m’ ) Jelm) Auni0) 
7 2/, (u) / TA 2/, (u) 2f, (u) 
zum m’ \ Met I, 


m’ _ \r 
% \ A, 0) ee ) (1- — — 
2/, (u) 2/, u) 2f, (u) / Rf, (Cu) 
Demnach erhält der Quotient den Werth 
4 n— | 
(92.) . \ u ) 
J ef, im u. 
die in Rede stehenden Formen die zugehörige Form 
In dem Ausdruck 


vu 


Ich werde nun für 


darstellen, welche (41.) entwickelt ist. 


ef, (u) cf, (u) 


I 
u, du, u, du) 


2 
m mr m OH, 
We NT 
</, (u) 


FR d,, 
Pa 2.) 2f, (u) 
of,(u) cf (u) 
Uly : . .. 
— von der Variabele # unabhängig. 


” Chain 
ist der Quotient I, (0) 
„Ups o Lat) dpsv 

\ () dt 


Es wird daher 


CH, 


t—t, + 
\ dt 
m . ( u) < u) 
u(£ d(- N f„(u) of 
I) af lu)/ 9 RT f, (u) 0 Op OUy 
—— +2) — Ayy 
\ \ dt’ I \ dt bb\ fu) 
Ferner kommt 
TER in (Zu (0) e{t- | AN u.) 
{1 m” af (u). 2f, (u) 
ir of,(u) ch, (u) \ / cf,(u) of, (u) 
Ip.» dpas 2f. a) on, Ouy ' ou Ouy . 
vn dr _ | FO N, ee N 
dt dt dt <f, (u) 2f, (u) 
— liefert der zweite Bestandtheil des Ausdrucke 


P N dp, b dpz 





n der Summe >N- 
I cd ll dt d 
> 
7 den Beitrag Null, der erste Bestandtheil den Beitrag 
m’ 2; of, (u) of, (u) 
r G Zu -TREaBEEN; ann 
2f, (u) 2f, (u ' ou COM 
Ze | —0- II a,,(0) - ——- 
ee 2f, (u) 


dt 


m’ 
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) 
Man findet also 9 u, du. un, du) eleich dem Produele aus der Summe 


of, (un) of,(m) 


1 1) 1) 
\ ZITn ey .- . 
INa,,(0 2 Ä | In, du, Ir, du, du 2 Yu) VAU 
b,b “(m ) 
in den Ausdruck 
I m m 
dz d;, BT d, 
d 7 z/, (m ") 2 (u 
(4) - 2 (1 —1,) 
lt lt z m li 
welcher sieh vermöge der Gleichung (10%), a (1 4)h, in den Ausdruck 
m dm a 
— zusammenziehl Ks ıst daher 
h di 
i | 2m dm Io — 
(53.) In. Iun.u,. du) (/ (Ju. du ) Yfu‘ ud fu). 


h dt’ 
Die Gestalt dieser Gleichnune lässt sich abändern. indem man aus 51.) die 


(leichun® ableitet 


Y In, du () fu ) WR / Ju, du ) fu" ) Y/utw)). 


) 
wo (du, On) nach der Analogie von fd, Jr) gebildet ist. und von dieser 


(ebrauch macht. Dann entsteht die Darstellune 


1/1 I) d’m 
(4 )u. In If u) lyfin ) 


(99°.) )iu.dun.n. dm) 
ım di 


Die Bedeulune. welche diese Gleichung für das in (51.) definirte Geschlecht 


von Formen hat. giebt sich schärfer zu erkennen. wenn die auf beiden Seiten 
vorkommenden Ausdrücke in den ursprünglichen Variabelen x. erscheinen. 


Wie in art. 7 bemerkt worden. ist 
l l 


Jin. du.n. du T—t P(ir.,.dr.r.J)r 


man hat ferner 


und in Folee der Gleichune (12. 


1 ‚„Of(za — 
Ya) = ———et- NET — 2 le’, dr 
zyf. u a v4 \f u 
Wenn man nun die quadrilineare Form 
l l ] ] ] ] 
A A B \ > > > - i [ » . { . ‚\ ’ ' » \ r’ ) . \ 
(94.) Fidr, dr, dr, da I(f(dz, de, f(dz, dr) —f(de,dr)f(dr, dr)). 
oder 
„wa ‚öflde) öflör) ı Ei 
F(dx, dz, dt, dz) = 3&- u dz,dr, — (Or,dr,; 


ode, O0 


- 8% 
Hd.xs 
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einführt, welche vermöge der ersten der gegebenen Darstellungen die Eigen- 
schaft hat, mit der Form f(dx) covariant zu sein, so kommt für den Ausdruck 








1 1 
| fa) för, 62) fa’, da) fa’, dx) 
Kg (du, I) -IyfaWd) = fa) for, dx) Ei er 


die Bezeichnung 


F(x', dx, x’, dx) 


nn re 
4 (y (du, du) — Iyf, (a) I yfu(a)) _ — . 





r2a 


Es verwandelt sich deshalb die Gleichung (53°.) in diese 
I d’m | ’ 


ı 
(53°.) P(x,dc,c,de) = — ——F(«, (dr, © 


dr). 
m hdt‘ Zu 


Dieselbe spricht den Satz aus, dass bei dem in Rede stehenden Geschlecht 


von Formen der Quolient der beiden Covarianten 


BP (de, dx, dx, ö.r) 





l 
F(dx, dx ‚dx, dx) 
l 
gleich der von der Wahl der Differentiale dx,, dx, unabhängigen Grösse 


I d’m = at ns 3 
— — . wird, wenn man für die Variabelen x, die durch die Integration des 


m hdt 
isoperimetrischen Systems gewonnenen Werlhe, und für die Systeme von Dif- 
1 


ferentialen dx,, dx, die entsprechenden Systeme von Differentialquotienten 
dc. da, 


dt ? dt 


Sobald der Werth t—#, gegen die Null convergirt, so nähert sich der 
i 1 


Ausdruck 9 (u, du, u, du), wie oben bemerkt, der Grenze #, (u, du, u, dar), der 


substituwirt. 








l [1 
Ausdruck h(t— 4) (y (du, du) —Iyf,(u)dyf,(a)) der Grenze 
1 u. N 
KW (fi (du, du) — I yflu)dyfia)). 


Die Gleichung (53°.) liefert daher durch die Vergleichung mit (49.) für das 





Riemannsche Krümmungsmass Ä, in dem Punkte (x, (0), &(0),...x,(0)) den 
Ausdruck 
1 d’m 
ae) = -(- 5) 
N u. 2m hd /,-,, 
m’ m“ , ll ’ i 
Da — - bei abnehmendem (t—t,) die Einheit zur Grenze hat, 


2f, (u) A ie 1) I® 
. . . . or dam . 
so ist hier die Bedingung hinzuzufügen, dass der Ausdruck ra in der 


m 


That für {—t,= 0 gegen einen endlichen Werth convergire.. Wenn man 


das Vorzeichen der Grösse m so bestimmt, dass bei abnehmendem (f—4,) der 
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i m ' 2 ZA ia ‚ : \ 
Quotient ——— sich der Einheit nähern soll, so lässt sich diese Bedingung 
v2f, (w) | ' 
auch dahin formuliren. dass die Differenz — — —— alsdann die Null zur 
F 12 v2f (x) 
} Ö 


\renze habe. 

Unter den in Rede stehenden Formen nelimen diejenigen eine besondere 
Stelle ein, bei denen die Grösse m’ die Variabelen », nicht anders als in der 
Funcion fu(«) enthält. Bei diesen Formen kann der Normaltypus y (da) durch 


eine Sıbstitution 


. Yf,(@W) “ 
(95.) Aue DO E. 
2 \f (8) 
. 17,(u i a r \ ) 
bei der - 2 -- eine reine Function von fu(w) ist. in das Product eines end- 


AS 
lichen Factors und der Form mit constanten Coelficienten f,(d<) verwandelt 


werden. Durch die Einführung der neuen Variabelen geht y(du) nach einer 


einfachen Reducion in den folgenden Ausdruck über 


-fldE)+(ldyfota))'- Br (dyfu(S)), 


> 
m 
Al en 
2/ 2 J Fa — 
In ze 0 \2. 


(96.) gu) = 


und der angegebene Zweck wird durch die Integration der Differentialgleichung 


m 


> 
. 
- 

oe\»> 


(57.) (dykw) 5, -(dyf()) = 0 
7 J 


erreicht. Für die Function yf,(s) ergiebt sich hieraus die doppelte Bestimmung 


rn) ÄE 
dyf(S) Y2f, (5) 
und 
(57°) ayf, (u) ri. 
dyfs(s DA 


in beiden Fällen aber kommt. wie behauptet worden, 


(98.) p(du) — (dZ). 


m’ f 
efo(S) 
h e rn 
.) folgt, wenn man bei der leiztern <" 


J 


nein FR 1 
faı 2 s (u) — — ———— ) 
. in If > 
“fo 
“ 


Aus den Gleichungen (97°.) und (57 


Us 


statt 5 setzt, beziehungsweise 











/ z 

WE Zn Y2f, «) 

Vf, (w) I | | 
— SUR +) 
IE) _,. m y2f,(u) 
GE) _, | 


Vf (u) 
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und es ist leicht zu erkennen, dass zwei Sysleme Ss, und &{’, wenn ec eine 
von den Integralionen abhängige Conslante bedeutet, durch die Gleichungen 


c£ 


cn) a 
= . % 
® 5, (8) 
verbunden sind. Setzt man y2fı(a) = Y2hlt!—t,)==r, so führt die Bedingurg, 
Yf. (&) 4 . v. . PFi 1] r 
dass —. bei abnehmendem ({—4,) oder r sich der Einheit nähern sol), zu 
fu) 
der Bestimmung 
ee ) 
an / dr\ ) 
(29. ) Io (8) e" Pre 
\/, (u 
Perg . | 
wo der Ausdruck — , nach dem oben Bemerkten. für r—0 selbst gleich 
Null ist. 
10. 


Durch die Voraussetzung. dass fid.) eine Form vor zwei Differentialen 


sei, vermöge deren die Gleichung (51.) unbeschränkte Gültigkeit erhält, geht 


i ae un : ’ um! /I m’ ee 
die Gleichung (52.) in die Gleichung > über. und die Thatsache, 
I, 2f, (u) 
II i . . 
dass der Ausdruck - bei der Vertauschung der Elemente x, und x,(0) un- 


is, 
veändert bleibt, verbunden mit der Gleichung f,(#) = fir) begründet den Satz, 
welchen Herr Christoffel in art. 9 der allgemeinen Theorie der geodälischen 
Dreiecke (Abh. der Berliner Akademie vom Jahre 1568) in Betreff der re- 
dueirten Länge eines geodälischen Bogens aufgestellt hat. 
Für die Gleichung (53°.) gilt. wenn » = 2 ist, die schon oben ange- 
wendete Relation 


l l 1 
Pix,da,r,da) = Ik I (1,0, — Ödr,,) (ad, Ir), 


wo 4 das Gaussische Krümmungsmass für den Punkt (.r,. .;) bedeutet, und die 


1 
Form Fix, dr, x’, dx) erhält vermöge ihrer Definition den Werth 
1 l 


I 
Fix,dr,xc,da) = I(2,d0, - da, 2.) (2,0, — (dr,R,). 


2,@;, 
Die Gleichung (53°.) nimmt daher diese Gestalt an 
1 d’m 


ee, 


m hdt’ 


Da nun für die Variabele £ die Gleichung yY2hıt—t,) = y2f,(a) = r besteht, und 
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da bei einer Differentialion nach die Grössen xz,(0) und x=,(0) als constant 
betrachtet werden, so drückt die abgeleitete Gleichung diejenige Eigenschaft 
des Krümmungsmasses aus, welche Gauss in art. 19 der disqu. gener. eirca 
superficies curvas entwickelt hat. 

Es liegt in der Gestalt der Formen 7 und F für n = 2, dass 


Be, wi x’, dr) DB En br. dx,odx) 
F(«', dr, x, dr FF de, Bu dr, dr) 
sein muss, dass also der Quotient dieser beiden Formen eine Funetion der 
Grössen x, allein. mithin eine Invariante der Form f(dx) ist. Bei einem 
Werthe von », der die Zei übertrifft, kann man den Ausdruck h En N 
4 


die Form bringen 


I dm 1 ..- Om 
h % 
—üöl -U,U,, 
m hdi f,(u)m as vu om 


aus welcher hervorgeht, dass derselbe eine reine Funetion der Grössen r, 


und .r, (0) ist, und dann lehrt die Gleichung (53°.) nur so viel, dass der Quotient 


Fr, ” 2’, ör) 
F(x, 3 2,02%) 
dieser Function der Variabelen x, und der Constanten x,(0) gleich ist. Ich 
werde nun die Voraussetzung machen, dass der Ausdruck — Eu oleich einer 
Function der Variabelen x, allein sei, mit welchen Anfangswerthen man auch 
die Integration der isoperimetrischen Differentialgleichungen, von denen die 
Bildung der Normalform (da), folglich auch der Grösse m abhängt, ausgeführt 
habe. Alsdann ergiebt sich das Resultat, dass, bei der Annäherung der Grösse 


t—1,) an die Null, der in der Gleichung (49".) auftretende Quotient 


B (x' (0), dr, x’ (0), dr) 
F, (x’ (0), öx, x’ (0), öx) 


U 


gleich derjenigen reinen Function der Grössen z,(0) wird. in die der Aus- 
I dm . Pag 

druck — Per sich unter dieser Bedingung verwandelt. Denn da die Grösse 
m NA 


I d’m Ei re i u u 
— —— bei einem beliebigen Werthe von f als eine reine Function der Grössen 


m hdi? 

x,, das heisst, als von den Grössen x,(0) unabhängig vorausgesetzt wird, so darf 

) . I d’m au s ) 

die Grösse — bei dem Eintreten des speciellen Werthes f=#, keine Abhän- 
_f da 


oiokeit von den Grössen 2,0) — annehmen. Dieses ist der eieentliche 
8'8 a, \dt Fi 
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L) 
Sinn unserer Vorausselzung. Weil aber in dem Quotienten An (@’(0), m a’ (0), dx) 
F (a (0), dr, »’ (0), dir) 
die Verhältnisse der Dilferentialquotienten r,(0) vollkommen willkürlich ange- 
nommen werden dürfen, ohne dass hierdurch das Resultat irgend wie geänder! 
l 
werde. so kann auch der Werth des Quolienten u Un - u uud in welchem 
F (dir, dr, dr, dr) 


die dr, unabhängige Differenliale sind, kein anderer sein, als der Werth 


I d’m | 

oz lür / En Allein die Wahl der Anfangswerthe x, (0) sollte keinen 

Beschränkungen unterworfen sein, die Betrachtung, welche für den Werth 

! 4, angestellt wurde, kann für jeden speciellen Werth #:- #" wiederholt 
I dm 


werden, und deshalb besteht unter der erwähnten Bedingung, dass | 
- m hat 


eine reine Funelion der Grössen .r, ist, die Gleichung 
L) 
Pldr, dr, d.r, Ö.r) I d’m 
Ze 
, En m hdi 
F(dr, dr, dr, dir) 


Der Werth dieses Quotienten, als eine Function der Grössen x, aufzelasst, 
ist also eine Invariante der Form fd). Wenn man dieselbe mit — 2% be- 


zeichnet, so ist A in Folge der Gleichung (49°.) das Aiemannsche Krümmungs- 


mass in dem Punkte (.,. 20%. ... 7,). 


I 
Dedr, dr, de, dr) : 
Sobald der Quotient ————- gleich einer Invariante — 2% ist, 
F (die, dx, de, dx) 
so kann man beweisen, dass für die entsprechenden vollständigen quadrilinearen 


Formen die entsprechende Relation gilt 
ı l 1 I 
60.)  Fide, dr, de, da) + 2k Fide, dr, de, dr) = VO. 
Zwischen den Coeffieienten der Form 7 bestehen gewisse einfache Gleichungen, 


welche Bd. LXX pag. 84 f. angeführt sind, und die man folgendermassen aus- 
I l 


drücken kann, wenn der Coeflicient von dr,da,de, dx, mit (a,b, 9,5) be- 


zeichnet wird. 


‚ bb) = (1,9, d), 

\ abgb)= ab, bg), 

(61.) ' Qbg.b)= gb, b), 
und 


6, D+a..mD+a,b.t,g) = 0, 


sobald a. b. 9. b lauter verschiedene Zahlen sind. 
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Aus bekannten Kirenschaften der Determinanten folgt, dass die en!- 


l l 
sprechenden Coeflieienten der Form Fldr, dr, de, dr) denselben Gleichungen 


genügen, und daher gilt dies auch von den CGoeflieienten des Ausdrucks 
l I l I 
P(dr,dr, de, dr) + 2klidr, dr, de, dr). 
l I 
Wendet man nun auf den Coefheienten des Produels dir, dr, dir, dr, die Be- 


zeichnung (a,b. a.b) an. so müssen unter den vier Zahlen a. b. a. b ent- 
weder zwei Paare von gleichen sein a. b. a. b. oder nur ein Paar gleiche 
a. b. a. c, oder vier ungleiche a, b. a. b,. wofern der betreffende Coelheien! 


(a.b.a.b) nieht gleich Null ist. Die als gültie vorausgesetzte Gleichung 


(60°, ; P(dr, dr. dr, dr)! 2klidr. dr, dr, dr) () 
hat die Wirkung, dass jeder Factor von dr, dr, gleich Null sein muss, also 
kommt, wenn a q. 
(61".) (a,b.a,.b) 7 
wenn a nicht gleich a. 
(61°.) (a,b.a.b)-+(a.b.a.b) v, 


Um daher die Behauptung zu beweisen, dass die Gleichung (60°. ) die Gleichung 
(60.) nach sich zieht. oder dass (a,b, a. bh) für jede Combination von Werthen 
gleich Null sei, ist diese Thatsache noch für den Fall zu begründen, dass die 
vier Zahlen a. b. a. h sämmtlich von einander verschieden sind. Aus (69°. ) 
ergiebt sich zunächst 

(a.b, 9, bh) (a,b. 9,6 a.b,.b.9). 
ebenso 

(a.b,b,9) = (a,g,b,b). 


und deshalb ist 
(ab.9,.b)+(a,09.b,b)+(a.b,b. 9 3(a.b,9,b)=0, 


wie verlangt worden. 

Es ist hiermit durch die gegebenen Ausführungen festgestellt. dass. so- 
1 d’m 
m hdt‘’ 
ist, die Gleichung (60.) besteht *. 


bald der Ausdruck gleich der reinen Function der Grössen x,. —2k, 


*#\) Aus den Grundsätzen, welche in der .„‚Entwiekelune einieer Eigenschaften 

; x 2 1 
der quadratischen Formen von n Differentialen“ Bd. 71 pg. 274 dieses Journals auf- 
gestellt sind, ergiebt sich, dass, wenn in einer zu der Form f(dx) covarianten Form 


l j ’ l ’ 
5 (a,b,9, bh) (de,dr, — Ör,de,;) (dr, dr, — Ör,dr;) 
a,b.a,b 


- 
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Ich werde von hier ab die Vorausselzung eintreten lassen, dass für 


ein gewisses reelles Grössengebiel z,. 2,, ... 2,, dem auch das Anfangs- 
system 2,0), 2; (0), ... @,(0) angehören soll, die Form fd) reell sei, und 


die Determinante ./ nirgend verschwinde. Der Fall, welcher zuerst in Be- 
tracht kommen soll, ist der, dass die Form f(d) nun auch wesentlich positiv 
sei. Dann gilt von der Form f,(da) und der Determinante .4, das Entsprechende; 
die Constante h = fia@) = fl (0)) ist wesentlich positiv, und, indem t—t, 
posiliv angenommen wird, kann auch die reelle Grösse y2f,(w) Yahlt— I)=r 
als positiv betrachtet werden. Aus diesen Annahmen sind jetzt die Conse- 
quenzen zu ziehen. 

Der Normaltypus gida), der aus der Form fd) durch eine Substi- 
tution mit reellen und endlichen Coelfieienten hervorgeht, bleibt so lange eine 
wesentlich positive Form von nicht verschwindender Determinante, als die 
Determinante 7/ derselben von Null verschieden ist. Ebenso lange bleibt in 
Folge der Darstellung in (27.) die zweite Variation (d’y(w)) wesentlich positiv, 
und die Auflösung des isoperimetrischen Problems behält den Charakter eines 
wahren Minimums. Wenn eine Form f(dx) zu dem in (51.) definirten Ge- 
schlecht gehört, so ist nach (52.) 


T a IE 


V 


II i ’ ” 
Der Quotient —— beginnt bei Z=4, mit dem Werthe der Einheit. und kann 


P, 


0 


nicht anders, als mit der Grösse m zusammen, verschwinden; der Nenner 2/, «) 
ist nach den getroffenen Voraussetzungen stels positiv und verschwindet nur, 
wenn alle «, simultan verschwinden oder für {=#,. Wenn wir nun annehmen, 


l o’A 


l 1 I 1 
Factor (da, da; — Ir, day) (dx,dar, — Ox,day) durch den Ausdruck — — li 
I 04a, C4y,y 


der 

ersetzt wird, diese covariante Form in eine Invariante der Form f(dx) übergeht. 
: n ) ı h , 

Vermöge dieses Verfahrens wird aus der Form a dx, de,öx) die Invariante , 


aus der Form F (de, dr, dx,dx) die Zahl 2 di Sobald daher der Quotient 


1 ’ 

V (dx, dx, de, dx) 
1 J V 
F(dx, dx, dx, 6.) 

' ' Zıy z a 
Werth mit der Invariante —  — der Form f(dx) zusammenfallen, und es entsteht 


n(n—1) 
jun ale n(n—1) 494019 
die Gleichung Tor Kuba hn —= —4w. Der Ausdruck —4w ist jedoch an dem ange- 


von der Wahl der Differentiale unabhängig ist, so muss sein 





führten Orte als eine Verallgemeinerung des Gaussischen Krümmungsmasses be- 
zeichnet worden. 
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dass in unseren Untersuchungen die Grösse !—t, niemals einen so grossen 
* [3 14 [3 /I “ 1 * ; 
posiliven Werth erhalten soll, dass der Quolien! r oleich der Null wird, so 


behält derselbe nothwendig sein positives Vorzeichen. Ebenso bleibt der Quotient 


2 
Im Dun . .. . . ’ ... r 
. „ welcher für = 4, gleich der Einheit ist, eine positive Grösse, und 
2f, (MH) 
u 


kann ebenfalls nur reell und, nach der velrolfenen Bestimmung, nur 
v2/,(n) 
positiv sein. Deshalb ist unter den geltenden Voraussetzungen auch m reell 


und positiv. Weil aber der Quolien! z . als Funelion der Grössen r, und 
x,(0) betrachtet, sich bei einer Vertauschung von x, mit «,(0) in sich selbs! 
verwandelt, und weil von dem positiven Radieal y2f, |, ı2fıe) das Gleiche 
oilt, so hal auch die reelle positive Grösse m die Eigenschaft, bei jener Ver- 
tauschung sich in sich selbst zu verwandeln. 

In dem Falle, dass die Form f(d.r) nicht die Eigenschaft hat. wesentlich 
positiv zu sein, schliesse ich eine solche Wahl der Grössen «, 0) oder der 
Grössen w, aus. bei welcher h == f(x 0,) den Werth Null erhält. Dann ist 
h entweder positiv oder negativ. und wenn in dem Falle eines negativen 4 
statt der Form f dr) die Form —f(dx) in Erörterung gezogen wird, so darf 
man die Grösse h stels als positiv ansehen. Dies soll von nun an immer 
seschehen. Da das Gebiet der reellen Variabelen #,. ... #, in einen Theil 
zerfällt, in welchem f,(#) — 0 ist, und in einen andern Theil, in welchem 
fu(u) <_ 0 ist, so hat die Vorausselzung eines posiliven h die Bedeulung, dass 
die Variabelen #, nur in dem Gebietstheil angenommen und frei bewegt werden 
sollen, in welchem f,'@) 0 ist. Hält man diese Anschauung fest. so ist der 


I e- 2.2 Eu h 
Quolient wieder gleich der Einheit für 1=4,. und positiv bei wachsendem 


I 


r Tur ‚e . n 
t—t,. Unter der Annahme der Gleichung 51.) ist dann auch 


] 
2, (u, 


der Einheit für £=#,. und positiv bei wachsendem 1—1#,. Mithin bleibt die 


sleich 


Grösse - rg reell und positiv, und, wenn j2f, ‘u Y2hlt—1t r als po- 
fu) | | 
sitiv gilt. auch die Grösse m. Wegen der Gleichung y2f,(w) = y2f re, geht 
m in sich selbst über. sobald die Grössen r, und x,(0) mit einander ver- 
tauscht werden. 
Da in einer reellen quadratischen Form nach einem von Jacobi be- 
wiesenen Salze die Anzahl der positiven und die Anzahl der negativen Qua- 
drate, deren Aggregat die Form darstellt. für jede lineare Substitution mit 


-% 


.) 
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reellen Coefficienten unveränderlich ist, so ist der Ausdruck fulda) —(dyfiia))' 
bei dem posiliven Werlthe der Grösse f,(a) gleich einem Aggregat von (n—1) 
Quadraten, unter denen sich ebenso viele negalive befinden, wie in der Form 
fu\du) und ein positives Quadrat weniger befindet, als in der Form f(da). Weil 
pe m’ rg 4 Z 
nun die Grösse „; 7; positiv ist, so enthält die Form 
2f, (u) 
m 


(dyf,a) - TR (fuidu)— (dj f\«))' ) pda) 


ebenso viele positive und ebenso viele negative Quadrate, wie die Form f,\du). 
Der Vebergang von der Form fıidr) zu der Form gi\du) geschieht durch eine 
Substitution mit reellen Coelfieienten; folglich ist die Anzahl der positiven und 
der negativen Quadrate in den Formen fidr) und fü\dr) bei dem in (51.) 
definirten Geschlechte von Formen unter den angegebenen Vorausselzungen 
stets übereinstimmend. 
Setzt man für eine Form fidr) eine Gleichung 
ı I 
Y(a,da,c,da) = —2kF(e, dr, x, dr) 
voraus, wo A eine endliche Function der Grössen x, und x,(0) ist; denkt man 
sich hierauf die x, durch die x,(O) und (£—#,)x,(0) ausgedrückt, und bestimmt 
eine Grösse m durch die Forderung, der Differentialgleichung 
I d’m 


ll ie 
m hdt 


und für = #, den Bedingungen 
m—=h, B...2 ._ 
Y2hdt 

zu genügen, so ist die Grösse m vollständig gegeben und bleibt für ein gewisses 
Intervall der Variabele #—#, reell und positiv. Für diese Grösse m gilt also 
die Gleichung (53°.), welche im vorigen Art. aus der Gleichung (51.) ab- 
geleitet worden ist. Man kann nun unter den ausgesprochenen Vorausselzungen 
auch das Umgekehrte zeigen, dass nämlich aus der Gleichung (53'.) die Glei- 
chung (D1.) folgen muss. Der Nachweis jenes Satzes und seiner Umkehrung 
ist eines der wesentlichsten Ziele der gegenwärligen Untersuchungen. Einen 
Leitfaden für den Beweis der Umkehrung giebt die Betrachtung einer gewissen 
Classe von Formen, welche dem oben definirten Geschlecht von Formen an- 
gehört, und die schon der Gegenstand verschiedener Speculatlionen gewesen 


ist. Diese Classe von Formen wird zunächst in Erwägung gezogen werden. 


mn 
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Zweite Abtheilung. 
I. 


Das System der isoperimelrischen Differentialgleichungen, welches einer 
Form fd) zugeordnet ist, kann vermittelst der bereit stehenden Methoden 
nur unter sehr beschränkten Voraussetzungen wirklich integrirt werden. Für 
die Formen eines beliebig hohen Grades ist eine solehe Vorausselzune die. 
dass die Form f(dx) eonstante Goefheienten habe. Die betreffende Integration 
ist in diesem Falle ohne jede Schwierigkeit auszuführen, und ergiebt, wie 
Bd. LAX, pag. 91 entwickelt worden, die Eigenschaft der Normalform (du), 
mit der Form f,(da) identisch gleich zu sein. Bei den quadratischen Formen 
kann man diese Eigenschaft so aussprechen, dass der Normaltypus y (du) durch 
die Gleichung (51”.), I, d. h. der ersten Abtheilung, ausgedrückt wird, sobald 
man für die Grösse m die Gleichung 

m = yAfı(u) 

voraussetzt. Eine andere quadratische Form, bei der jene Integration ebenfalls 
bewerkstelligt werden kann, lässt sich in der folgenden Weise genetisch dar- 
stellen. 

Es sei y(dy) eine quadratische Form der » Differentiale dy,, deren 
Coefficienten constant sind, und deren Determinante nicht gleich Null ist, ,;; 


eine (»-+1)'° Variabele, /'(dy) das Aggregat 


) 
Fa I (dy, v(dy)-+ }dy,.ı» 
und es bestehe zwischen den (z-+1) Variabelen y,„,. wo U =1,2,»9,...(n}1 
ist, die Gleichung 
8. 2l'(y ev(y) + Yan R 
Ä Y, Yy)TrY 2. 


wo « eine beliebig gegebene Constante bedeutet. Vermöge dieser Gleichung 
werde die Variabele y,., aus der Form /’(dy) eliminirt, so dass /dy) = g(dy, 


entsteht; dann ist y(dy) die Form von » Differentialen 


7 1 22 | a(dy y,) 
») alay) = rldy)+ 2—4ay(y) ’ 


welche näher untersucht werden soll. 
Sobald man z„=2, y(dy) = 4(dy,+dy;) nimmt, und unter Yı. 9, %; 
die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im Raume versteht, so bedeutet 
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Eu WERT 
2/'(dy) das Quadrat des Linearelements im Raume, und 2/‘y) = — die Glei- 
Pa a 


’ ’ r . . ’ 1 \ ö 
chung einer Kugellläche, die mit dem Radius —- um den Coordinalenanfangs- 
ya 


punkt beschrieben ist. Deshalb ist 2y(dy) das Quadrat des Linearelements 
auf dieser Kugellläche, in den rechtwinkligen Coordinaten y,, 9, der Projection 
auf die entsprechende Ebene ausgedrückt. 

Es folgt aus den Elementen der Variationsrechnung, dass bei einem 
beliebigen Werlthe von » das System von isoperimelrischen Dillerentialglei- 
chungen, welches der Form g(dy) zugehört, durch das System von (n +1) 


Diflerentialgleichungen 


d © IX y) 
Er Ya _, mn 
fr di u yy 


d y . . “ . ’‘ . ° dı d) ‚ 
in Verbindung mit der Gleichung (2.) ersetzt werden kann. Hier ist - fr = Yys 
Y: 


und 4 ein zu eliminirender Factor. Gegenwärtig ist es leicht, das System 
(4.) so zu inlegriren, dass für £=#, die Bedingungen yy = Yyy(O), Ya = Ya (0) 
erfüllt sind; man nimmt an, dass von den betreffenden 2(» +1) Constanten 
die 2» Conslanten y,(0), 4,(0) willkürlich gewählt, die beiden Constanten 
Y.,1(0), %'.,1(0) durch die beiden Gleichungen 

5) 2) ll) = 0 


@ Oyy 


bestimmt sind. Die Gleichung (2.) zieht die Gleichungen 





oI(y) , __ oT) 4 
—— = IT Yyı=0$, 
yNd ee) 

Mm oyy u a 
ZZ yut20y) = 0 


nach sich. Vermöge derselben kommt 
"y)=I(y'(0)), -Iy) =Al'y), 


folglich 
ı = — 2a l'(y' (0)), 


und daher werden die Differentialgleichungen (4.) durch das folgende System 


von Gleichungen integrirt 





6.) Yu = 440) cos( (tt) y2a 2 (y (O0) (0) ke 32 manch A A 
(d Ya Ya ) cos(( )] ( (yi ))+ Yyal \2a@](y'(0)) 
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Wenn man jelzt die Ausdrücke 
(E—t,)ya(0) = 24 
bildet, so stellen die #» unter diesen, für welche U = 1, 2,...» ist, für die 
Form g(dy) ein System von Normalvariabelen dar. Wegen der zweiten Glei- 
chung (5.), welche in die Gleichung 
‚cl 
z Y) &yı () 
u 09,0) 
übergeht, ist z,,, eine lineare Function der Variabelen z,, ds, ,, dieselbe lineare 


Funetion der Differentiale dz,. Da ferner (1—4,) I (y'(0)) -- /'‘(z) ist, so hal 


man diese Ausdrücke der Grössen y, durch die Variabelen z,, 


nn 1 = in/Ddu 1 (2 
Yu Yu(O)cos y2a I (3) —— — sın 2a | (2). 
\zal(z) 


Wenn man diese Ausdrücke in die Form /'(dy) substiluirt, so kommt vermöse 


bekannter Eisenschaften der quadratischen Formen 


ıdy) 
— op  /sinY2«J]‘z2)\’, | sın Y2aI(2) \’, 
a. | - (deosy&uT@)) I(y,) I ( ) I ds) (d } I(z\ 
(d.) ‘ Y2al (2) | Yveaal'z) ° 
sın Y2a J (2) ‚„sınY2a J‘(z) 
| ee EN e) 
2a I '(z) 2a l'(z) 


\ 

Es sei gu(dy) diejenige Form, die aus g(dy) hervorgeht, indem y, durch y;(0) 
ersetzt wird; dann ist in Folge von (5.) /'(y'(0)) = g,(y'(0)), und deshalb 
I(2) = g,(2), I(dz) = y,(daz). 

Substituirt man diese Darstellungen in die Gleichung (7.) und schreibt für 
/‘(y,) seinen Werth 5 50 liefert in Folge der Gleichung /'(dy) = g(dy) 
eine einfache Reduction den Ausdruck des Normaltypus 4 (dz), in den die Form 


g(dy) durch die Einführung der Normalvariabelen z, übergeht, 





. 7a 2ag, (2) / — io 
® ) .- () . Mn u ee - — ü | x) ua () Z r . 
(8.) 4\dz) (dj gu(2)) - 209, (2) (g d (dj Yu(3)) ) 


2 
Wenn eine Form f(dx) mit der Form g(dy) des vorigen Artikels zu 
derselben Classe gehört, und wenn man das System von Normalvariabelen der 
Form f(dx), welches dem System z, der Form g(dy) entspricht, mit «, be- 
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zeichnet. so bestehen die Gleichungen 

fu (a) Juld) futdu) ud), 
wie Bd. LAX\, pag. 9OM bemerkt worden. Aus diesem Grunde giebt die 
Gleichung (8.) die folgende Darstellung des Normaltypus (de) für jede Form 
fidae), welche mit gidy) zu derselben Classe gehört, 


sin | 2a 4 (u ) 


ı\ gıda) (dyftu)) | (furdu) (dyfıta)) ). 


2af, (u) 
Diese Darstellung geht aus der Formel (D1".) hervor, wenn der Grösse m der 
besondere Werth 

sıny 2af, (u) 


10.) m 


ya 
beigeleot wird. Die in Rede stehende Classe von Formen gehört also zu dem 
in (D1°.) definirten Geschlecht von Formen, und hat noch den speciellen 
Charakter, dass m eine reine Funelion der Grösse fi, (w#) ist. 
Wird in dem Ausdruck von m statt y2f,(@) die Grösse Y2hıt - 1) ein- 
geführt, so folgt die Gleichung 


1 d’m 
m hät en. 
Da dieser Werth eine von den Grössen r, und ,(O) unabhängige Constante 
ist. so lehren die in art. 10, I angestellten Betrachtungen, dass für den Quo- 
tienten der entsprechenden quadrilinearen Formen 7 und F die Gleichung gilt 
» . - x 
AL) | Da > dr,da) | Yu. 
F(dx, od, di, Or) 
Mithin hat auch das Aiemannsche Krümmungsmass 4 für jedes Werthsystem 
(7,2052 ....0,) den unveränderlichen Werth 
Be, 
Weil m gegenwärlig eine reine Function von fu(w) ist, so kann (du) 


durch die in den Formeln (55.). (58.), (59.), 1. enthaltene Substitution trans- 


formirt werden. Es ergeben sich die Formeln 











12.) — Holt) ; eh _ fh 
Lan U, — Yf ze, a) m: 5 | 2 
ox\>, 
mithin kommt 
m’ 1 
(13.) — 


ef, (5) Tr IB) 
r (+Z6®) 
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und deshalb 


14, yldu) 


Ich habe jetzt die mir bekannt gewordenen Arbeiten zu erwähnen, die 
sich auf die Classes von Formen beziehen. welcher die in (3.) definirte Form 
yidy) angehör! "), An dem Schlusse des & 4 der angeführten Abhandlung sprich! 
sich Aliemann so mus: „Die Massverhältnisse dieser Mannichfaltiekeiten (d. ı 
der Mannichfaltiekeiten mit constantem Krümmunesmass) hängen nur von dem 
Werthbe des Krümmungsmasses ab, und in Bezur auf die analytische Dar 
stellune mag bemerkt werden, dass, wenn man diesen Werth durch # bezeichnet. 


dem Ausdruck für das Linienelement die Form 


| dr 


pegeben werden kann.“ Der durch die Gleichung (14.) bestimmte Ausdruck 


der Grösse Y2y(dan) geht in den von Fliemann bezeichneten Ausdruck über. 
wenn daselbst die Form fu(ds) durch } I dr). die Form fi‘ durch I Sr, 
ersetzt wird. Kine derartige Transformation dureh eine lineare Substitution. 
die von den <S, zu den x, führt. ist immer möglich, weil die Determinante 4 
als nieht verschwindend betrachtet wird: die betrellfende Substitution hat dann 
und nur dann reelle Coefhieienten. wenn die Form f(ds) eine wesentlich po 
sitive ist. Es sind ferner zwei Arbeiten von Herrn Beltlrami zu nennen. leoria 
fondamentale degli spazii di eurvatura eostante (Annali di matematica, serie I. 
tom. II, fase. Il), und saggio di interpretazione della geometria non-eucliden 


(Giornale di matematiche, pubbl. p. @. Battaglini Vol. VI). Der Ausdruck 


*), Die obige Ableitung der Form y(dy) aus der Form /(dy) entspricht dem 


ersten Schritte des Beweises, den Jacobt in den Vorlesungen über Dynamık par. 2.54 
von dem Abelschen 'Theorem gegeben hat, und dessen Beziehung zu der Theorie deı 
ormen von n Differentialen Bd. LXXTI, pag. 2#4 d. J. in einer Anmerkung hervoı 


gehoben ist. Die in jenem Aufsatze mit D(o () bezeichnete Gleichung geht durch 
die gegenwärtigen Notationen in die Gleichung ( ”) (Yya-+o)" = 0 über 
\2/(y 
n— D, D 
deshalb werden die Coeffhicienten ——, —, ... der Potenzen @", 0°, ..., deren Be 
B”’B 

deutung Bd. LXXI, pag. 293 ff. d. J. entwickelt ist, durch die Gleichung 

D;, n(n—1)...(n 2g+1) 

Br FR ha En 
D, 1.2...(2q 


bestimmt. 
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(9.) des Normaltypus p(du) verwandelt sich in den Ausdruck von }ds’, der 
in der Formel (20.) der erstgenannten Abhandlung gegeben ist, sobald fi, (da) 
durch ds „> fu(@) durch 3-3, ,0', die Gonstanle @ durch den Werth E77 
ersetzt wird. Die zweite Abhandlung des Herrn Deltrami enthält eine ein- 
gehende Entwickelung des Zusammenhanges, welcher zwischen den verschiedenen 
Theorieen des imaginären Raumes besteht, und erklärt auch die Aussage, 
welche Gauss in einem Briefe an Schumacher vom 12. Juli 1831 über die 
Länge der halben Kreisperipherie in einer solchen Theorie gemacht hat. Eben- 
falls gehört hierher die Arbeit des Herrn Flelmholtz, „über die Thatsachen, 
die der Geometrie zum Grunde liegen“. (Nachrichten der K. G. d. Wiss. zu 
Göttingen 1868, Jun. 3). Nimmt man » = 4, y(dy) = 3 (dy, + dy;- dy,), also 
‚y)=ılyıty-+y;), so wird die Gleichung (2.) durch die Substitution 
Yı A, Y, Y3 bh, Yyı = S-+Äh, 
BR 
104 


mit der daselbst pag. 220 gegebenen Gleichung identisch. 


3. 

Von der Betrachtung einer speciellen Classe von Formen wenden wir 
uns jetzt zu der Begründung des gegen das Ende der ersten Abtheilung aus- 
gesprochenen allgemeinen Satzes, dass bei einer gegebenen Form (dr) aus 
der Gleichung (53°.), 1, 

I d’m 


N 1] 
P(x,da,c,de) = — ——F(e,0r, x, (dx) 
vr ’ / m hdt ER , 


und der Voraussetzung 








lim = — 1 
( VeR(t—t,) ); 2 


die Gleichung (51.) 
m’ 


p(duı)—(dyf(u)) = PIC (du) —(dyf,(u))‘) 
mit Nothwendigkeit folge. Es ist dort erwähnt worden, dass die Constante h 
als positiv gilt, mithin /f,(«) positiv ist und nur mil den sämmtlichen «, zu- 
sammen gleich Null wird, dass ferner die Grösse m dieselbe Eigenschaft hat. 
Diese Vorausseizungen sind nothwendig für die anzustellende Schlussfolgerung, 
welche sich durchaus auf dem Gebiete der reellen Grössen bewegt. 
Der Beweis des in Rede stehenden Satzes ist Bd. LXX, pag. 94 ff. für 


iejenige Classe von F geh 'orde ie in eine Form mit con- 
diejenige Cl von Formen gegeben worden, die in eine Form mit con 


stanten Coefficienten transformirt werden kann. Wie schon bemerkt, ist diese 








Lipschitz, über ganze homogene Functionen von n Differentialen. 43 


Classe in dem oben definirten Geschlecht von Formen durch die Gleichung 


m: /2fı (u) Yah(t L,) 
1 d’m 


cr O0 wird dann aus (11.) die 


charakterisirtl. Vermöge der Gleichung 


Gleichung 
I 


1} 
P(dx, dx, de, dx 0, 
welche eben das directe Criterium der in Rede stehenden Classe von Formen 


ausmacht. Die für den angegebenen Zweck gebildete Beweismethode lässt sich 

a 2 . . ’ siny2af, (u) 

nun zunächst auf diejenigen Formen übertraeen, bei denen m ’ 
ı@ 

oder m überhaupt eine Funelion der Grösse f,(w) ist. Die Erörterung wird 

deshalb von diesen Formen ausgehen, und zwar an diejenige Transformation 


derselben anknüpfen, welche in art. 9, I, durch die Gleichungen 


u Vf, (w) e d Vf, (u) m 
( 2 , b) ä pr Be - 3m ? 
ME" a YES 
/ 1 
YA J bi r ) m’ Ei 
5% r p(du)- co fu(lds 
— £7 
\f, (u) <f, >, 


dargestellt ist. 
Wenn man jelzt die Bezeichnung 


Ve 1 
2 (— —_- )dr 
2[, (5) r / m r 
- — / - e 0 


(15.) o: a 
m m 
einführt, und die Gleichung y(du) = f(dz) anwendet, so giebt die letzte der 
vorstehenden Gleichungen die Relation 
(15°.)  ofld&) = f(d«) = fu(d3). 

Hier sind die Variabelen x, zuerst durch die Normalvariabelen «,. dann die 
Normalvariabelen x, in der angegebenen Weise durch die Variabelen & aus- 
zudrücken, und es mögen dadurch für die Differentiale dx, die foleenden 
Ausdrücke entstehen 

(16.) dx 


a ne; C,ıdsı I C,„dS: Bent 0,n05,. 


Alle von der Form of(dx) = f(dz) herkommenden Grössenverbindungen sollen 
durch die für f(dz) eingeführten entsprechenden Benennungen mit Hinzufügen 
eines Striches bezeichnet werden. Sobald die Form of(d«) = f(dz) durch die 


Einführung der Variabelen &, in eine Form mit constanten Coeflieienten über- 


geht, so müssen nach einer Bd. LXX, pag. 95 gemachten Bemerkung die Grössen 
6* 








H 
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C, der Gleichung (16.),. als Functionen der Variabelen x, aufgefasst." dem 
System von parliellen Differentialgleichungen 


genügen, welches in der Formel 


= ade, | 2 an &, = oO 
enthalten ist. Wenn ferner die hier auftretenden Grössen x, dureh die In- 
tegralionswerthe des Systems der isoperimetrischen Dilferentialgleichungen (3.), I, 
ersetzt, und in Funetionen der Constanten x,(O)\, x,(0) und der Variabele t-—-£, 
verwandelt werden, so genügen die Grössen e,,. als Funclionen von I, dem 


entsprechenden System von gewöhnlichen Dillferentialgleichungen 


5 de, ( f: \ l ) 
_ \ y' bi N x a\‘ L 
(17.) u ag, b dt ] 2 .— Co V. 


Ory 

Wenn es nun möglich ist, unter der Vorausselzung der Gleichung (53°.) und 
der Voraussetzung, dass m eine reine Function von fu(«) ist, zu zeigen, dass 
die Grössen e,; der Gleichung (16.). die aus den Relationen 


| 5 
iS ( Jar 
‚hu .« dyf, (u) m Y/.($) . m r 
U, —— 509 a, 7 urn 
Yfs(S) dyf,($) \? o(S) Yf, (u) 
hervorgehen, das System von Dillerentialgleichungen (17.) befriedigen, und 
dass ferner dieses System (17.) die Gleichung 


der die 
— -f(de) = fu(ds) 


zur Folge hat, so ergiebt sich die Gültigkeit der Gleichung 


(51.) unmittelbar, 
und die gemachte Behauptung ist für die in Rede stehenden Formen begründet. 


Diesem Gedankengange entsprechend soll zunächst das System von Dilferential- 


gleichungen (17.) und das System von Grössen e,, explieite dargestellt werden. 


4. 


Um für die Form of(dx) = f dx) die Functionen f,(dx) zu bilden, hat 


man in den Formeln (31.), I. die Coeflicienten a,, durch die Coelficienten 
d,;,— 04,, zu ersetzen; dies giebt die Ausdrücke 


18.) fulda) = of,(dx)+do Orae) _ Om 


"er En: EN j da). 
oda, OXs [\as, 
und demzufolge die Ableitungen 





19.) © . ” 0 (de) a do Oflde) co Oflde) 
b b 


O2, Odı, 








0x, Oday 
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Nun ist der Factor 6 in dem gegenwärligen Falle durch die Gleichung (15.) 


m) 
vr‘ | 
2/ ( )dr 
r’ . m PP, 
-& 


2/,(S) 
if) r 
m m 
bestimmt, und daher, weil m eine reine Funclion von fu(a) = Ir ist. eben- 
falls eine reine Function f,(w). Man hat daher bei den Ableitungen der 


Funelion o die Gleichune (12.). I. zu benutzen. nach welcher 


of, (u) of(v) PEN, of(a') 
() — 


OLy OD or, 


ist. Vermöge derselben wird 


co of(«’) oo  of(«! 
(20.) - \w) / 0. 
! on Or, oO 08 
und deshalb erhält den Werth 
OLy 
of, (x of, (x lo 
21. la\@ ) Ö £ ni G.$- 
Or, N Ip di i 


Die linke Seite von (17.) verwandelt sich daher in das Apprepal 


&. de; ı a ofa(x') , do 
Soa,, H4s(0 + Za,)o, 
t di u b OT di 
‚.  d(evVo ‚Ofa(a! 
/o(&a,: 13 c, ıY 6) ) 
t ' dt — ’ 
L t Li 


Man darf dieses System von Differentialgleichungen dadurch ersetzen, dass 


man sagt, das System Dilferentialgleichungen 


‚ z dc Br Apr 
22) Za, +3 Dr, - 0 
ET r. ; 
werde durch das System von Grössen 
(23. Cs C,y 9 


integrirt. Da der Buchstabe [ von 1 bis » geht, so involvirt diese Gleichung 
» Systeme von Werthen £&,, und das System (22.) wird durch den Complex 
derselben vollständig integrirt. Für die specielle Vorausselzung m = y2fı(“) 
ist diese Bemerkung Bd. LAX, pag. 101 ausgesprochen worden. 
Es sind jetzt die A.sdrücke e,,yo darzustellen. Man hat 
dyfsw) __ m ‚_ &) 


ee nen Bo OÖ 
dyf(s) Y*f,($) en 


mithin 


dyf, d . 
dyf, u) 


yoe= 
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ferner ist 








oz, ou, OX, OU, 
(24.) Gı >= ++ — Br 
s ou, oO ou, Of 


folglich 
/f fi in 
(25.) Gıy0 = K— dyk (& Bu. 
| Om dy f,@u) Sı 
II ; 


——— 5, entsteht nun die Relation 
Yh& 


NEE u, N (1- IAON ayf, © Ay, +, YK@) ayh), 
dyf,«) (Eau mW " Y6@ /AOM 


Es ist aber 








Aus der Gleichung x, = 


ka) day _ VW 
vr, & d Vf, m ’ 
und dadurch kommt die Gleichung 
2 HD = (1-2) R® RO BREEER EIKE 
dyf,(w) Yf, «) m 
Wenn man jetzt bemerkt, dass 
OS _ Ey 
O8 ou; 
ist, und wie früher das Zeichen d,, anwendet, so ergiebt sich 
dayf, (SD ou 2f,@W) \6 kW) u v2f, u) 
VE Om BER VRR ..) Yf, (%) RN 2f, (u 


(27.) > - —— 
j dyf,(u) O8 ou  Yf,@W) m 


und die Substitution in (25.) liefert die folgenden Ausdrücke der Grössen c,.y0, 
SF FR n /94 ) 
(28.) C yo BAR v2f,@) 0% +1-! RO ) O } fu) B Oz U; 
m ou; You ® Our 
Will man die Abhängigkeit dieser Ausdrücke von der Variabele i deut- 























Opa 











lich hervortreten lassen, so hat man sich der Gleichungen y2/,(u) = y2h (t-t,), 
= (£—t#,)z,(0) zu bedienen. Vermöge derselben ist 

















Or u OX% x OX% 2 day 
ou (t— Lt) dx (0) Tom a, = (tb) dt ° 
der Ausdruck 1 wird eine Constante, und die Gleichung (28.) verwandelt 
I 
sich in diese 
an A v2 om Of) /,  A—t)YV2h \dxs 
Br m... m or, (0) yhou; m / di 


Die Ausdrücke auf der rechten Seite der letzten Gleichung, die unter 
der Annahme gebildet sind, dass die Grösse m eine reine Function von f,(%) 





M m (dx O2 N 1 dm „ Or, OYf,(W)/ m I— 1, dm d.r; 
Bel, TE u u) ( 2,8. 
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ist. bieten ein Mittel, um das aufgestellte Theorem auch dann zu beweisen. 
wenn die Grösse m dieser speciellen Beschränkung nicht unterworfen ist. Ich 
hebe daher diese Beschränkung gegenwärtig auf, und werde zeigen, dass. so- 


bald die Gleichung (53°.), I, gilt, das System Differentialgleichungen (22. 


Fr np r 
w di 3 y ol) 0 
ums a.b u 7 DB C 
b ( b ( ICh 


durch die » Systeme von Werthen 


a; . 22h 0% oyf, (u (—t)y2h\ da 
(30.) E } in ls (1- \ )V» ) { 
m öx.(0) yhou; m lt 
integrirt wird, und dass in Folge dessen die Gleichung (51.). I, besteht. 
Bei der Substitution der Werthe £, aus (30.) in die linke Seite von 
(22.) kann man die (34.), I. eingeführte Bezeichnung 
l l I 
P (dx,dz) = a, ‚dde,+ (dx, dx) 
von der Voraussetzung independenter Differentiale auf die Voraussetzung be- 


stimmter Differentialquotienten übertragen, so dass 


. )ıye )2 m A£f (fl Ar 
u da u u „Or m f..(@’) Ory 
a lt s Fo . Er Ad, b — n f > u r 
( 0x (V) ! atdz, (V) b OL or (V 


wird; dann entsteht das Resultat 


} 2h (E—1,)y<h 
en d— ' „ [az ad 
34 Y2h ‚„ (de oO N M x Or, oYyf,(u) m u. d.ry 
(31.) — FI —,——)+— Sa, 75 Sa. 
m di or 0) dt b 9 Ir, (0) yhou, di BE 


Um den ersten der angegebenen Theile des Beweises zuerst zu erledigen, 


a f ' m“ 
multiplieire ich dieses Aggregat mit dem Factor 5 und erhalte den Ausdruck 


tt 


a E — Ze ld, TI - 
y2h dt’ or, (0) y2n do or (0) yhou \y2h y2n di dt 


Derselbe hat die Eigenschaft, für £= 4, zu verschwinden, weil für 14, die 





\ , > dm 
Function m nach der Voraussetzung gleich Null, — 3; I. also endlich, 
- <h dt 
OT 2 Ren ° Tr . 
2 nach früheren Erörterungen gleich Null ist. Der Ausdruck #,, muss 
OT ) 


aber auch für ein indefinites £ gleich Null bleiben. wenn das Syslem von 


Differentialgleichungen 


3, Pe DE 
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durch das System von Grössen 
(34. ) «<b, pP, 
erfüllt wird. Denn die Integration dieses Systems von Dillerentialgleichungen 
kann nur auf eine Art geschehen, sobald die Werthe der Variabelen &, für 
= #, vorgeschrieben sind; wenn aber für 2 = 4, die Werthe 2,0 geforder! 
sind, so genügen die Werthe #, 0 für ein indelinites Ff. 
Aus der Gleichung \38.), I. ergiebt sich, dass die linke Seite von (33.) 


Or, i ‚0x cr 


durch die Substitution 2, = Na,, in u } )- durch die 
i Oxı (0) dt Oarr(O) 
a 00 : ‚/de di 
Substitution D, = Na, - in #, i übergeht. Es ist aber der letztere 
' Er \ Gr dt ) ” 


Ausdruck übereinstimmend mit der linken Seite der isoperimelrischen Dilferential- 
gleichungen in der Gestalt (3°.). I, und deshalb eleich Null. Wenn daher die 


drei Bestandtheile des Aggregats ,, in die linke Seite von (33.) eingesetzt 


er » .„./f ao OX 
werden, so liefert Fl -, ) das Resultat 











} eh dt or (VO) 
d u, ( d.ır 0X 
Mm dt Orr 0) Au Of le’) rn ( dc OX 
Yy-h dt ar A Ory i di 2 or (V) ) 
L_ | dm y > 02 \. 
} 2h It ve (0) 4 
Ei di OX 
ferner —— —- FSa,,—— — das Resultat 
Yan de a O2 (0) 
I dm y ( d.r 0x I d’m Nu Or, 
ga — u a Wa ee Aue zer Fr 2 dm bi 7 
y2a di dt — Oxr(0) 7 Y2h da "oa (0) - 
endlich 
© ’Yf, (u) m —1, =)z — 
_ — = dy, 
yhou \ 7 Y2n di nen 
das Resultat 
I of AOr t—t, d’m y 7 dr, 
yhou var 3 di /G 9° dt 
Die Addition giebt dann den Ausdruck 
dp, dx ‚__%2 ) 
BR: wi Ni’ N) ı yw Au oh) 1 4 Ox ) 
35.) ) y2%h di dA NE’ rl0) /, 


u, we or, oVYf,(u) — 
en Ss Aa u a d u Lı) rw) < Ua Ca ) ß 
ı 2h dt a Orr (0) yhow a / 
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i d’m ) ie. 
Hier kann der zweite Bestandtheil des Factors von rL durch die Gleichung 
{ 


12.). I, umgeformt werden; dieselbe giebt 


ya) of, (u) ‚ Ofla) Or 
2A I) yh v/ } f > / ( 


Mi \ 


eng eotg N Or, ( 2, (0) 
und dadurch kommt für (35.) die Darstellung 
’ d.r USE 
au, ( > : 

m dt. ld) my A, ı (a) p (er ex 
(35°.) ı2h dt un | Jr, «lt f (0) / 

1 d’m ( u 0%, I „ofla) 08, u 
N Pr dt, a ‘. -._ f PB dt, a LE. )' 

| 2h et sa U [ 0) 2h s ON, of () ya 


Jetzt wende ich mich zu der als bestehend angenommenen Gleichung 


(53°). I, die, mit der Grösse m multiplieirt, diese Gestalt erhält 
i 


ar | Im u ' 
(36.) mV, dr 


x, dr) -K(x,dx, x’, dr) 0, 
‚ hd 


l 
bilde die Ableitung nach dem Differential dr, und erselze die Dilferentiale dr, 


. * . . “ OSy . . [En - 
durch die Differentialquotienten — - Die Formeln (37.). I. und (54.),. 1. 
dr (VO) 
liefern beziehungsweise die Gleichungen 
l l 
‚Wr de, or, de, dr .. Asldx 
O dr, or, de, da „4 ( dr ) 
Mus . ) et fi y ( dr, d.r ) 


l 
dr’ (dr, de)— 42 


2 1 dd I odı 
© OLy 
A.» of (Öx 
vs ' { i 
-I P (de, de) +13 — -P (dx, de). 
” t.D A ( dry 
und 
0a ' 
oF(dz, dr, dx, dr) ‚of(lde) ' ‚ of(dı 
k . = ddr dr, a,02,— 2 dz,La,, d.r, 
VOL, Sr. ‚ oo dr, u 


: de dx 
Nun ist, wie schon oben bemerkt. ZA TR 7) 0, und deshalb auch 
( ( & 


N fd dr 
TOR di | 0. 


dx 7 )) 





—— für dx eintritt. 


mithin kommt, wenn — 
or, (0) 











ur [dx OL 
oW’/r' Sr ' ör d u(T ’ mn / m; A (ad Ir 
' J 2, an L) m 0 )) ı ‚Ach af: x Be oa ). 
3 dx; dt “5 I OL di ’ 32H 0, 
1 
nr } \ we 7 7 PR u 
oF(z', a x’, ör) = Yld)Zu,, bh Rn f e") | ae ER 
ERFA : or (O0) . 00 0m(V) « 
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Durch das angegebene Verfahren folgt daher aus der Gleichung (36.), sobald 
f(x’) =h gesetzt wird, die Relation 


| dp, (2; EHTODEN " “ 
e. dt?’ Oxı (0) Ar. ch (x) 1m > oOXx 
BT.)\ di A NA? SarlO) 


[_. ’m (220, | Kr si fe) Om = dy,a® 2.) = v0. 
2hdı? om) * dm Oml0) “ 





we 








Die linke Seite derselben stimmt bis auf den Factor y2%A mit dem Ausdruck 
(35°.) überein. Es ist somit erwiesen, dass dieser Ausdruck in Folge der 
Gleichung (53°.), I, verschwinden muss; deshalb erfüllen die Ausdrücke 
P,=#,; das System Differentialgleichungen (33.), und die Ausdrücke &,, 
in (32.) sind für ein indefinites # gleich Null. Also befriedigen die » Systeme 
von Grössen £, in (30.) das System Differentialgleichungen (22.), und der 


erste Punkt des zu leistenden Beweises ist absolvirt. Vermöge der über die 


“ . . m .. “ 
Grösse m getroffenen Voraussetzung, dass lim. Bin für —t,=0 gleich 
} <h(t— 0 


der Einheit ist, erhalten die Ausdrücke (30.) die Eigenschaft, für —-4,= 0 
gleich d,, zu werden, und deshalb stellen die » Systeme von Ausdrücken, 
die den » Werthen der Zahl [ entsprechen, ein vollständiges System von In- 
tegralen des Systems (22.) dar. 

Es bleibt jetzt noch übrig, aus den »° Gleichungen, die in der Formel 
P,, = 0 enthalten sind, die Gültigkeit der Gleichung (51.), I, zu deduciren. 
Zu diesem Zwecke ist es dienlich, das Aggregat 





i R? - 0X 
(38. Ep +2 P,t——— 
\ ) s ro) x, (0) b,f dx (0) 
zu betrachten, wo f und l ein sa Paar von Zahlen bedeuten. Da nach 
einer gegen Ende des art. 6, I, gebrauchten Formel 
of, (dx) | Of (de) = 2da,, 


oda; oOdx, 





ist, so kommt 
Ar rn) » N) np 

















— 0 in Er 
a Nat? 880) 7 8x (0) dt ? &x,(0) 7 oa (0) 
y ( 0’x 0%, we 0’X% OH , das O0 0% ) 
= (4,9 — a 5 3 “ r ;8 — 
N" oo (0) ox: (0) tor l0) x (0) dt Exr(0) oxı (0) 


OX, or; 





dya,s - : 
5  Oml0) Oxı(0) 





dt 
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Man hat ferner. in Folge von (12.), I. 











Oo yf,W) Ya or, da 0 Yf, ROSE 0 da 
ET Fr 7 Yahanı or; (0) de ou 35 ” 92(0) de 
FEN naar ce - 
_ oyf,u) Of, (u) + A ),_ = Ale zıh W)Eyf, u) 
Mm Our our ou u ou; our 


Demnach wird das Aggregat (38.) gleich dem Ausdruck 



































| oX, OX 2h 
u, PR 
| m ad 00) on(O) , m Mm gy n OL, Or 
mare ee "u u. pi BE Fl hu a. Fa Freche - , 
39)  y2h ‚dt <h dt a (0) ox (0 
;\ (t- 1.) Yen '2h 
u % 
m“ m Ay ’z (u) Ö ] fu) («) oO} dyfı, (u) 
ah dt yvh © ou 
welcher sich in die folgende Gestalt bringen lässt 
eh OL, 0X; 2h(t—1,) 

d u >” (1, ur ur d L- - 5: m 
TER 9 m WET, 
ui er dt dt on: on 
s ’ . z oyf, «) ) 

Nun sind die Grössen 10 reine Constanten, die Summe 
Our 
. OX OX% 
324,5 _— rg 
a,0 (t—1,)02:(0) (t—t,) 0x (0) 


ist der Coefficient 4p,, des Normaltypus p(du). Daher besteht die Gleichung 





26, +5, 
a 02: (0) b or: (0) 
‘41 “. ( PR - Ö (u) ’ 
4h(t— t,) Oyf,@) Eyf,(W) 
| 3 a( (i Pt, ) 
In fm ) m our ou; en 
\ \ar dt 


Weil die linke Seite derselben für ein indefinites # als verschwindend nach- 


gewiesen ist, so muss auch die rechte Seite für ein indefinites # verschwinden, 
und der Ausdruck 





2h lt — 1,)' Eyf Ey) 
’ (ap: om Mm 
2h(t —t,) 
m’ 
gleich der Einheit, p,, in Folge früherer Erörterungen gleich a,,(0); mithin 


gilt die Gleichung 
Shlt—t)/,, _OrYhWw) Ayfı(w) In.to\ _ Ih) OYfıCu) 
(42.) = 2 Pi, 34,,(0) y 





von £ unabhängig sein. Für =, ist nach der Voraussetzung 
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Multiplieirt man diese Gleichung mit da,da, und summirt nach den Buchstaben 


f, I. so entsteht die Gleichung 
2f, (u) N » 2 / BINY? 
— — (g(du) — (d Yfu(a))' ) = fu(du)—(d} fü(a)) , 


m 
welche mit der Gleichung (51.), I, gleichbedeutend ist. Hiermit ist das am 
Ende der ersten Abtheilung ausgesprochene Theorem vollständig erwiesen. 
Fine Consequenz dieses Theorems ist die, dass diejenigen Formen f(d), 


bei welchen der Quotient der beiden quadrilinearen Formen 
“ 1 . N 
Dede, dx, dr, dr) 
— m — 
F (de, dx, de, dx) 
gleich einer von den Differentialen unabhängigen, mithin invarianten Function 
der Variabelen x, ist, die mit —2% bezeichnet wird, nothwendig zu dem in 
(51.). 1, definirten Geschlechte von Formen gehören. Denn die in Rede 
stehende Voraussetzung schliesst die Voraussetzung des erwiesenen Theorems 
in sich. Die Bestimmung der Grösse m durch die Dilferentialgleichung 
I d’m 
—!k = — —— 
m hdt 


und die Bedingung 
m 





lim. —— ar 
Y2htt—t,) =! 


ist in dem einer Falle ohne die Integration des Systems der isoperimelrischen 
Differentialgleichungen (3.),. I, möglich, dass % gleich einer Constante « ist. 
Alsdann erhält m den Werth 





sin( Y2ah(t— t,)) sin Y2af, (u) 
m — — ———  — 
ya ya 


Hieraus folgt aber für die Form f(dx) der in (9.) angegebene Normaltypus. 





Man kann somit bei einer gegebenen Form fidx) beurtheilen, ob dieselbe in 
die Form (3.) oder (14.) transformabel ist, ohne die Integration des Systems 
der zugehörigen isoperimetrischen Differentialgleichungen vorauszusetzen, und 
das betreffende directe Criterium folgendermassen aussprechen. 

Bei einer gegebenen reellen Form fidx) enthält die Gleichung 


1 1 
D (dx, dx, dx, dx) 


= — 20 





1 l 
F (de, öx, dx, dx) 


die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Form f(d&) durch 


fs (d£) 





eine reelle Substitution in die Form ;— transformirt werden kann. 


a 
I+zh H) 
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6. 

In einer Abhandlung über eine partieuläre Lösung der Laplaceschen 
Differentialgleichung *) macht Jacobi darauf aufmerksam, dass der transformirte 
Ausdruck von dem Quadrate des Linearelements di) + das di; allein ausreicht, 
um die Transformation der Laplaceschen Dillerentialeleichung 


o’ıw | o’w .0ow 

ee tr tan (0 

iz ( L, OA ' 
zu erhalten. Diesem Gedanken hat Herr Beltrami durch eine Arbeit sulla 
lfeorica generale dei parametri differenziali (Mem. dell’ace. delle scienze dell'is- 
oeveben. Von der 


m 


tituto di Bologna, 1869) eine umfassende Entwickelung 
betreffenden Arbeit führe ich die folgenden Hauptmomente an. 
Wenn ww eine Function der » Variabelen x, bezeichnet, und im Uebrigen 
die bisherigen Bezeichnungen gelten, so hat der Ausdruck 
43.) Aw) = Be u. 
5 3 00, O8 
die Eigenschaft, sich in der Weise auf die Form f(d.ır) zu beziehen, dass der- 
selbe bei der Einführung von neuen Variabelen y; in die entsprechende Funclion 
der resultirenden Form y(dy) übergeht. Dieselbe Eigenschaft hat das Element 
eines »n-[achen Inteerales 
44.) YA daı,da....dx,, 
welches unter den speciellen Voraussetzungen des art. 6, I, bei »n==2 das 
Element der bezüglichen Oberfläche, bei » = 3 das Element des Raumes wird. 


Wenn nun die erste Variation des »-fachen Integrales 


(45.) Wf. 1, (w)yAdx,de,...dr, 
gleich Null werden soll, so besteht die erforderliche Bedingung in dem Ver- 
schwinden des Ausdrucks 

i oW \ 

© ( I: Aus ) 
/ » \ l y' \ OL 
(46. | A, ID _— AI ni u, 


a b Ü La 


9 


welcher ebenfalls mit der Form f‘dx) covariant ist. Für die Form f(de)=4 de, 





kommt 
r x " oWw 
d,(w) = 3(7- . 
& a ULg 
Luce, ‚o’w 
I,(w) = 3 —; 
R a 0% 





”) Bd. XXXVId.J., pag. 113 ff. 
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mithin ist die Gleichung 
(46°) Alw) = 0 


die auf » Variabelen ausgedehnte Laplacesche Differentialgleichung. 
Bei der Form f(dx)= 42% dx; sind die Normalvariabelen v,=x,— x, (0), 
a 





mithin ist y2f(u) = yv2(z,—x,(0)). Da nun die wichtigsten der bekannten 
Eigenschaften der partiellen Differentialgleichung £ ——- = 0 auf dem Umstande 


a OX a 


beruhen, dass für diese Gleichung ein Integral existirt. welches eine reine 








Function der Grösse yF(2,—x,(0))' ist, so schien es mir von Interesse, die 
a 

Bedingungen zu erfahren, welche eine Form f(dx) erfüllen muss, damit die ihr 

zugehörige Differentialgleichung 4,(w) =0 ein Integral habe, welches eine 


reine Function des zugehörigen Ausdrucks y2f,(«)=r ist. 


Zu diesem Ende möge der Ausdruck .4,(w) in den Normalvariabelen 
dargestellt werden, 





Een EN ow 
© (nm "Pas . ) 


Ol; 





4d.(w) = ME 
a,b 


ou, 


Wofern w eine Function der Grösse y2f,(a) =r ist, so hat man 



































cv dw 1 of, (u) 
ouy dr y2f,W) Cu 
und in Folge der Gleichung (30.), 1, 
ou) _ 
ou Pic. 
Deshalb ist 
vor‘ 5 ı dev 
sup, -—- = MP IZu. 
d ”’ Oo r dr 
Da für jede Function w der Grösse r die Gleichung gilt 
a d n 
ern, = 2 
a 0% dr 
so ist 
[ zrı dw dıw 
zö(n r dr 1.) _ an dw LP Ge), dw s> SIT R 
du, u dr rd a oO  °’ 
und 4,(w) erhält den Ausdruck 
UP’ dw 1.01 dw 
(47. ‚(w) = — +(n-1) S- 
(4 ) 4, (w) dr? r(n 1) rdr +71 < ou, U, r dr 
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Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Gleichung 
4,(w) =0 durch eine reine Function der Grösse r erfüllt werden könne, 
besteht also darin, dass der Ausdruck 


TB RL 


a Ola 





eine reine Function von r sei. 
Wofern diese Bedingung erfüllt ist, so hängt die Bestimmung der be- 
treffenden Function » nur von der Ausführung von Quadraturen ab. Man 


kann S,(w) auch in die Form bringen 











do u ölo& I’ r"—1) dıw 
AI,(w) = „+2 =— u, i 
nn dr a OU, rdr 
und deshalb kommt 
dıw y„ Olog Ir) 
(48.) dlog(-) = En _ 4,dlogo 
de. 


. y dw 7 . * 
woraus sich zuerst der Werth in dann der Werth « ergiebt. In dem Falle, 


dass der Normaltypus p(du) durch die Gleichung (51.), I, dargestellt wird, ver- 
wandelt sich die Gleichung (48.) vermöge der haste (52.). I, folgendermassen 


\ 


n—1 
(48°) Iog( =) — __ __ „° Qlog (m”') dlogr. 


OU 





Wenn aber m eine reine Function von r ii so wird 





Iw log (mr-! 
(48°.) dlog( = a ) dlogr. 
Hieraus folgt 
lv 
— Const. m», 


und die Function © wird durch die Gleichung 


(49.) w = Const. m" "dr 


bestimmt. 
Bei denjenigen Formen, die wesentlich positiv sind, steht der so eben 


gefundene Ausdruck w in einer genauen Beziehung zu dem Werthe des »- 
fachen Integrales 


(50) J= (n) / IT’ du, du,...du,, 
das durch die Ungleichheit 


2fı(u) <r 


bestimmt ist. Aus der Gleichung (52.), I, ergiebt sich unmittelbar die Um- 
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formung 
z u N 
= (mn Me du, du,...du,. 


Nun ist m eine reine Function der Grösse y2f,(#). Man findet daher durch 
bekannte Methoden, wenn der Werth des Integrals 


" dy,.dy,...dyn-ı r 2v a 
n1)/+ r ’ Krater > 1, 
n 


mit @ bezeichnet wird, die Bestimmung 


0°.) J= of m" dr. 
0 


Durch die Anwendung des Zeichens [s! für die grösseste in der Grösse s ent- 








haltene ganze Zahl kann man @®, wie folgt, ausdrücken, 


en 
Y 2, 
u ae 


F? — 2) n— 2... („2 7 ) 


Aus der Darstellung des Integrals J folgt die Relation 


’e dJ r 
(51.) — = um. 


Ss = 








Wenn daher in (49.) die Constante gleich der Einheit genommen wird, so 


ergiebt sich die Gleichung 


ee unse 


, dr dr 
Eine Form, bei welcher die Grösse m eine reine Function der Grösse 
y2fu(«) ist, haben wir durch die Gleichung (9.) charakterisirt; daselbst findet sich 


sin Y2af, (u) 


Ya 





m = 


Für diese Classe von Formen besitzt also die partielle Differentialgleichung 
4,(w) —=0 die Eigenschaft, dass derselben das Integral 


1 DIFTREAN —(n—]) ’ 
w - / wu eh ) ) dy2fı(u) 








genügt. 


Bonn, den 22. December 1869. 














Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektrieität 
für ruhende leitende Körper. 
(Von Herrn Helmholtz in Heidelberg.) 


B: Gelegenheit gewisser Versuche wurde ich veranlasst, die Frare 
zu diseuliren, in welcher Weise elektrische Ströme im Innern eines körperlich 
ausgedehnten Leiters zu fliessen beginnen. Ich suchte Aufschluss darüber 
aus der Theorie zu gewinnen. Die Bewegungsgleichungen der elektrischen 
Ströme von veränderlicher Intensität für Leiter von drei Dimensionen, welche 
sich aus Herrn W. Webers sinnreicher Hypothese über das Wesen der elektri- 
schen Fernwirkungen ergeben, sind von Herrn @. Kirchhoff *) entwickelt. 
und theils von ihm, theils von anderen Mathemalikern mit Erfolg zur Erklärung 
einiger Beobachtungsthatsachen benutzt worden. Bei meinem Versuche. sie 
auf eine neue Aufgabe anzuwenden, ergaben sich physikalisch unzulässige 
Folgerungen, und die nähere Untersuchung überzeugte mich bald. dass der 
Grund davon in den Prineipien der Theorie stecke. dass nämlich nach den 
Folgerungen aus der Weberschen Theorie das Gleichgewicht der ruhenden 
Elektrieität in einem leitenden Körper labil sei, und dass deshalb die darauf 
gegründete Theorie die Möglichkeit von elektrischen Strömungen anzeige, die 
zu immer grösser werdenden Werthen der Strömungsintensität und der elektri- 
schen Dichtigkeit fortschritten. 

Als ich dagegen versuchte, neue Bewegungsgleichungen zu bilden. bei 
denen ich statt des Weberschen Geselzes für die Induction zweier Stromelemente 
auf einander das von Herrn F. E. Neumann **) (dem Vater) formulirte Gesetz 
zu Grunde legte, erhielt ich brauchbare Gleichungen, die für die ruhende 
Elektrieität stabiles Gleichgewicht ergaben. 

Bei diesem Widerstreit der Theorien schien es mir ralhsam, möglichst 
wenig den Boden der Thatsachen zu verlassen und in der Theorie unbestimmt 


*) Poggendorffs Annalen Cll. pag. 52%. 

*#) Die mathematischen Gesetze der inducirten elektrischen Ströme. Schriften 
der Berliner Akad. d. Wissensch. von 1345. — Besonders abgedruckt. Berlin, Reimer 
1846. — Ueber ein allgemeines Prineip der mathematischen Theorie inducirter elektri- 
scher Ströme. Berlin, Reimer 1848. (Vorgelegt der Berliner Akademie '. August 1847.) 
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« 


zu lassen, was bisher nicht als durch Versuche entschieden angesehen werden 
konnte. Die Art, wie ich in diese Frage hineingezogen war, liess schon 
erkennen, dass die Untersuchung selbst eine gewisse Einengung in der Breite 
der zulässigen Annalımen herbeiführen würde; denn nur diejenigen Annahmen 
konnten beibehalten werden, die für die ruhende Elektrieität stabiles Gleich- 
gewicht ergeben. Zweitens schien zu hoffen, dass eine solche Theorie er- 
kennen lassen würde, bei welchen Klassen von elektrischen Versuchen wir 
erwarten dürften, Erscheinungen zu beobachten, welche auf das wahre Gesetz 
der Fernwirkung zweier Stromelemente gegen einander einen Rückschluss er- 
lauben würden, und umgekehrt, bei welchen anderen Klassen von Versuchen 
die bestehende Lücke unserer Kenntnisse keinen wesentlichen Einfluss auf ihre 
theoretische Erklärung und Ableitung habe. Diese Aussicht ist auch in einem 
gewissen Sinne erfüllt worden, indem sich zeigt, dass die mit den uns gegen- 
wärtig zu Gebote stehenden Beobachtungsmitteln wahrzunehmenden Erschei- 
nungen von jener Lücke in unseren Kenntnissen wahrscheinlich nirgends Kunde 
geben, und daher auch zunächst nichts zu deren Ausfüllung beitragen werden. 

Die wesentlichste Lücke der Theorie in dem vorliegenden Gebiet be- 
zieht sich auf die durch Aenderung der Stromintensität vorhandener elektri- 
scher Ströme indueirten elektromotorischen Kräfte, sobald die indueirenden 
Ströme nicht vollständig geschlossen sind. Der charakteristische Unterschied 
zwischen einem System geschlossener und einem System ungeschlossener 
Ströme ist, dass in ersterem keine Veränderungen in der Dichtigkeit der freien 
Elektrieität vorkommen, wohl aber in dem letzteren. Bisher kennen wir nun 
aus der Erfahrung mit hinreichender Genauigkeit die Gesetze der elektro- 
dynamischen Anziehungen und die damit connexen Gesetze der indueirten 
elektromotorischen Kräfte nur für geschlossene Ströme, oder höchstens solche 
Fälle ungeschlossener Ströme (Leydener Flaschen), bei denen die Unterbrechungs- 
stelle einflusslos auf die elektrodynamischen Wirkungen blieb. 

Der Standpunkt der reinen Erfahrungsthatsachen ist gewahrt, wenn man 
nach Amperes Vorgang die elektrodynamischen Anziehungen darstellt als die 
kräfte, welche zwei von den Stromkreisen begrenzte Flächen, mit magnetischen 
Doppelschichten bedeckt, auf einander ausüben; aber diese Art der Darstellung 
kann. wie ersichtlich, auf ungeschlossene Ströme nicht ausgedehnt werden. 

Indessen liegt es in der Natur der Sache, dass man versuchen musste, 
die Gesammtwirkung zweier Stromkreise auf einander nicht von zwei imaginären 


durch sie begrenzten Flächen herzuleiten, sondern sie in die Wirkungen ihrer 
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einzelnen Elemente aufzulösen. Dabei zeigte sich. dass das Geselz der Elemen- 
tarwirkungen nicht vollständig und eindeutig aus dem der Gesammtwirkung 
bestimmt werden konnte. Schon Ampere halle ein Gesetz für die anziehenden 
und abstossenden Kräfte gegeben, welche zwei Stromelemente auf einander 
ausüben. Herr Grassmann *) zeigte, dass dafür auch andere Kräfte eingeführt 
werden konnten, ohne das Resultat bei irgend einer Anwendung auf ge- 
schlossene Ströme zu verändern. Herr F. E. Neumann (Vater) leitete aus 
Amperes Gesetzen für die Kräfte den Ausdruck für das Potential zweier Strom- 
elemente ab, und sprach zuerst das daraus herfliessende Gesetz der Induetion 
aus, im Wesentlichen gestützt auf die Erfahrungsregel. dass die durch Bewe- 
ung von Maenelen oder Siromleitern indueirten Ströme dieser Bewegung 
immer entgegenwirken. Wenig später erschien der erste Abschnitt von Herrn 
W. Webers .„‚Elektrodynamischen Maassbestiimmungen“, in denen er zuerst 
das unter seinem Namen bekannte Gesetz der elektrischen Fernwirkung auf- 
stellte, welches alle bis dahin bekannten Wirkungen der Elektricität, die elektro- 
statischen, elektrodynamischen und indueirenden unter einen Gesichtspunkt zu- 
sammenfasste. Das daraus hergeleitete Inductionsgeselz war abweichend von 
dem Neumannschen Gesetze; aber es zeigte die darauf folgende Discussion, 
dass bei richliger Anwendung des Weberschen Gesetzes, es für alle Fälle, 


wo der indueirende Strom geschlossen ist, genau dieselben Resultate giebt, 
wie das von Herrn Neumann aufgestellte Gesetz. 

Da die von Herrn ©. Neumann (Sohn) **) aufgestellte Hypothese über 
die elektrischen Fernwirkungen für geringere Strömungsgeschwindiekeiten der 
elektrischen Massen zum Weberschen Gesetze führt, so ist auch das daraus 
folgende Induclionsgesetz dasselbe, so lange nur die ersten Potenzen der Strom- 
stärken zu berücksichligen sind. 

in andres Gesetz der Induction ist dagegen in den Arbeiten von 
Herrn Cl. Maxwell ***), wenn auch in verdeckter Form, enthalten, welches 
wiederum für geschlossene, aber nicht für ungeschlossene Ströme mit den 
beiden vorher erwähnten übereinstimmt. 

Analytisch genommen beruht das bezeichnete Verhältniss dieser ver- 
schiedenen Gesetze darauf, dass die Differenzen zwischen den Werthen, die 





*) Neue Theorie der Elektrodynamik in Poggendorffs Annalen LXIV. 1845. 
**) Nachrichten von der König]. Gesellschaft d. Wiss. zu Göttingen. 16 Juni 1368. 
*##) London, Philosophical Transactions 1865. P. I. p. 459. 
- %* 
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sie ergeben, alle auf die Form 

nr 

"ds.do 
gebracht werden können, wo r die Entfernung der beiden Stromelemente ds 
und do, und B eine Constante bezeichnet. Diese Grösse liefert aber ein 
Integral vom Werthe Null, so oft sie über einen ganzen geschlossenen Strom- 
kreis. sei es s oder 0, integrirt wird. Ihr Einfluss verschwindet also aus dem 
Resultate, so oft dabei einer der beiden Stromkreise als geschlossen in die 
Rechnung eingeführt wird. Dasselbe würde übrigens der Fall sein, wenn r 
auch nur irgend eine Function der Entfernung bedeutele. Im ersten Paragraphen 
der folgenden Untersuchung ist gezeigt worden, dass letzteres die allgemeinste 
Annahme ist, welche für das Potential zweier Stromelemente gewählt werden 
kann, wenn das Potential geschlossener Stromsysteme immer seinen richtigen 
Werth erhalten soll. Wenn, man übrigens noch die Annahme hinzufügt, wie 
dies in den folgenden Untersuchungen geschehen ist, dass die Wirkung un- 
reschlossener Ströme in die Ferne keiner anderen Function der Entfernung 


— 


proportional sei, als die aller anderen elektrischen Wirkungen, so ist unter r 
in dem obigen Ausdrucke die Entfernung selbst zu verstehen. 

Auf die hier gemachten Bemerkungen gestützt, habe ich meiner Unter- 
suchung einen Ausdruck für das Potential zweier Stromelemente zu Grunde 
velegt ($. 1, Gleichung (1.)), welcher eine Constante von unbekanntem Werthe 
(bezeichnet mit #) enthält, und in dieser Form die sämmtlichen bisher für 
dieses Potential aufgestellten Ausdrücke umschliesst. Aus meinem allgemeineren 
Ausdrucke ergiebt sich nämlich der von IHerrn F. E. Neumann gebrauchte, 
wenn wir setzen k=1, dagegen der von Herrn Cl. Maxwell, wenn wir setzen 
=0, und endlich der von Herrn W. Weber und ©. Neumann, wenn wir 
seizen k= —1. 

Die besondere Form der Herleitung des betreffenden Ausdrucks, wie 
sie im ersten Paragraphen durchgeführt ist, habe ich gewählt, um hervortreten 
zu lassen, dass unter Hinzunahme der schon erwähnten Hypothese dieser Aus- 
druck der allgemeinste ist, der den Bedingungen der Aufgabe und dem Ge- 
setz von der Erhaltung der Kraft entspricht. Die weitere Annahme, dass 
auch die elektrodvnamischen Wirkungen der ungeschlossenen Stromtheile ihrer 


Stromintensität einfach proportional sind, widerspricht gewissen Folgerungen 
der Weberschen Hypothese, die übrigens noch in keinem Falle durch die 
Erfahrung unterstützt worden sind. Wie es sich damit aber auch verhalten 
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mag, jedenfalls wird für geringere Stromstärken, die unterhalb einer gewissen 
Grenze bleiben, meine Annahme zulässig sein, so dass diese ungünstigsten Falls 
die Anwendbarkeit der von mir gezogenen Folgerungen nur in Bezug auf die 
zulässigen Stromstärken beschränkt. 

Im zweiten Paragraphen sind die Werthe des elektrodynamischen Poten- 
tials für Ströme, die continuirlich im Raume verbreitet sind, entwickelt, und 
zum weiteren Gebrauche umgeformt. Die Art der Umformung und die ana- 
Ivlischen Kunstgriffe, welche dabei angewendet sind. sind im Wesentlichen 
dieselben, welche schon Herr Kirchhoff für denselben Zweck, aber auf einen 
elwas anders gestalteten Ausdruck angewendet hatte. 

Dann sind im dritten Paragraphen die Bewegungsgleichungen der 
Elektrieität aufgestellt, und auf ein System von Differentialgleichungen gebracht 
worden. Letztere sind im Innern eines Leiters von gleichmässiger Beschaffen- 
heit dieselben, wie für verschwindend kleine Bewegungen in einem der Reibung 
unterworlenen Gase, nur mit anderen Grenzbedingungen. Dabei entsprechen 
aber die elektromotorischen Kräfte den Geschwindigkeiten des Gases, die elektro- 
statische Potentialfunetion den Druck- und Dichtigkeitsänderungen des Gases. 

Im vierten Paragraphen folgt dann die Untersuchung, ob durch die 
aufgestellten Gleichungen der Verlauf der Bewegung eindeutig bestimmt sei. 
Dies ist der Fall, wenn die Constante k nicht negativ ist. Wenn sie aber 
negaliv ist, ergiebt sich, dass der Werth der durch die elektrische Bewegung 
repräsenlirten Arbeit negativ, d.h. kleiner als im Ruhezustande werden kann, 
was das Zeichen eines /abilen Gleichgewichts der Elektricität im Ruhezustande 
ist. In der That wird ganz allgemein für Leiter jeder Form nachgewiesen, 
dass. wenn die genannte Arbeitsgrösse erst einmal einen negativen Werth 
hat, die Bewegung, sich selbst überlassen, fortdauernd anschwillt und zu un- 
endlichen Geschwindigkeiten und Dichtigkeiten der Elektrieität führt *). 

Die Frage konnte noch sein, ob solche Bewegungen, die nach der 
labilen Seite des elektrischen Gleichgewichts hin ausschlagen, durch die be- 
kannten äusseren Einwirkungen, welche uns bei wirklichen Versuchen zu 
Gebote stehen, hervorgerufen werden könnten, falls die Constante % wirklich 


*) Aus mündlichen Mittheilungen meines Collegen Kirchhoff weiss ich, dass er 
schon vor mir gefunden hatte, dass gewisse elektrische Bewegungen in der Kugel 
nach den von ihm aus der Weberschen Hypothese abgeleiteten Gleichungen diese 
Eigenschaft haben. 
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einen negaliven Werth hätte. Es wird im fünften Paragraphen an einem 
Beispiel, nämlich der Kugel, gezeigt werden, dass dies wirklich der Fall ist. 
Es muss dies nachweisbar im Allgemeinen geschehen, so oft elektrische Be- 
wegungen in einer homogenen leitenden Kugel dadurch hervorgerufen werden, 
dass man ihr einen elektrisirten Körper nähert, und ihn dann wieder entfernt, 
gewisse besondere Bewegungsarlen des elektrisirten Körpers ausgenommen. 

Daraus geht hervor, dass die Annahme eines negativen Werthes für 
die Constante k, wie sie im Weberschen Inductionsgesetze gemacht ist, un- 
zulässig ist. 

Es kann auffallen, dass in den bisherieen Arbeiten über dieses Thema, 
welche alle das von Herrn Kirchhoff *) aus dem Weberschen Inductionsgeselz 
hergeleitete System von Gleichungen benutzt haben, diese Unzulänglichkeit 
nicht zum Vorschein gekommen ist. In dieser Beziehung ist zu bemerken, 
dass Herr Kirchhoff selbst Anwendungen der von ihm gefundenen Gleichungen 
nur auf unendlich dünne Drähte gemacht hat, und es wird in $.7 gezeigt 
werden, dass wenn nur solche Oscillationen der EKlektrieität als stattfindend 
vorausgesetzt werden, gegen deren Wellenlänge der Durchmesser des Drahtes 
verschwindend klein ist, der Einfluss der Gonstante % ebenfalls verschwindet, 
so dass Herrn Kirchhoffs Resultate durch die meinigen nicht beeinträchtigt 
werden. 

Dann hat Herr Jochmann **) dieselben Gleichungen angewendet zur 
Bestimmung der Ströme in einem rolirenden und der Einwirkung eines Magneten 
ausgesetzten Leiter. Solche Ströme sind in einer rolirenden Kugel immer 
geschlossene, so dass der Einfluss der Constante k verschwindet, und in einem 
Leiter von andrer Form (Scheibe) hat Herr Jochmann die Einwirkung der 
theilweis ungeschlossenen indueirten Ströme auf einander ausser Rechnung 
gelassen. 

Endlich hat Herr Lorberg”***) die unter Einwirkung beliebiger periodischer 
äusserer Kräfte in einer homogenen leitenden Kugel vor sich gehenden perio- 
dischen Bewegungen der Elektrieität untersucht, und es ist ihm gelungen, das 
ziemlich complieirte System der Differentialgleichungen für diesen Fall voll- 
ständig zu integriren. Seine Arbeit zeigt, dass periodische endlich bleibende 





*) Poggendorffs Annalen CII, p. 529. 
**) Dieses Journal Bd. LXIII, 158—175; 329—331. 
*=#) T)jeses Journal Bd. LXXI, p. 53. 
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Bewegungen der Klektrieität in einer Kugel unter Einfluss periodischer Kräfte 
vor sich gehen können, aber nicht, dass solche Bewegungen durch solche 
Kräfte aus dem Zustand der Ruhe hervorgerufen werden. Im Geventheil 
die Vergleichung mit den von mir aufgestellten Integralen der Differential- 
oleichungen zeig!, dass dauernd endliche Bewegungen unter zeitweiliger Ein- 
wirkung äusserer Kräfte in der Kugel nur möglich sind, wenn schon vorher 
eine schwellende Bewegung der Elektrieität bestand, welche durch Einwirkung 
der äusseren Kräfte in eine abschwellende verwandelt worden ist. 

Die von den Herren W. Weber und Lorberg hinzugefügte Annahme, 
dass die elektrischen Flüssigkeiten träge Masse und Beharrungsvermögen 
hätten, ändert nichts Wesentliches an diesen Ergebnissen. 

Auch die von Herrn W. Weber *) angedeultete Annahme, dass in 
elektrisch geladenen Theilen des Leiters sich positive und negative Elektricität 
mit verschiedener Geschwindigkeit bewegen könnten, wobei dann die Fern- 
wirkungen seiner Hypothese gemäss nicht einfach der Intensität der Strömung 
proportional, sondern auch von dem Produete dieser Intensität und der elektrischen 
Dichtigkeit abhängig werden würden, beseitigt die Schwierigkeit nicht, da die 
genannte Annahme nur Glieder höherer Dimensionen hinzufügen würde, die 
unzulässigen Folgerungen aber schon aus den Gliedern erster Dimension 
herlliessen, und sich daher bei den allerschwächsten Strömen schon geltend 
machen müssen. 

Es scheint mir vielmehr, dass die hier zu Tage kommende Unzuläng- 
lichkeit des Weberschen Gesetzes in der Natur desselben tief begründet ist. 
Dieses Gesetz fügt sich allerdings in so fern dem Gesetze von der Erhaltung 
der Kraft ein, als es keinen Kreisprocess zulässt, der Arbeit aus Nichts er- 
zeugte. Aber es widerspricht in so fern, als zwei elektrische Theilchen, 
die sich nach diesem Gesetze bewegen und mit endlicher Geschwindigkeit 
beginnen, in endlicher Entfernung von einander unendliche lebendige Kraft 
erreichen und also eine unendlich grosse Arbeit leisten können. 

is sei m die Masse, welche sich mit dem elektrischen Theilchen e 
bewegt; dieses sei der abstossenden Kraft des gleichartigen Theilchens e' 
unterworfen; die Bewegung geschehe in Richtung der Entfernung r beider 
Theilchen. Nach dem Weberschen Gesetze ist: 


d’r e.e' 1 rdrı’, 2r d’r 
m — = 7 11-—-( +] 
di r ce \d ce’ di 





*) Elektrodynamische Maassbestimmungen Heft I. p. 160— 164. 
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| negaliv ist. 
Dies könnte also schon im einfachsten denkbaren Falle. bei der Bewegung 
zweier isolirter elektrischer Theilchen geschehen. Die Resultate unseres fünften 
Paragraphen zeigen, dass dasselbe auch bei wirklich ausführbaren Versuchen 
müsste vorkommen können, wenn das Webersche Geselz in Wirklichkeit das 
Grundgesetz der elektrischen Fernwirkungen wäre *). 

Im sechsten Paragraphen folgt dann eine Untersuchung darüber, ob 
und bei was für Versuchen ein wahrnehmbarer Einfluss der neu eingeführten 
Constante # etwa erwartet werden könne. Bilden wir die Gleichungen für 
eine radial von einem Centrum in einem unendlich ausgedehnten leitenden 
Medium sich ausbreitende elektrische Bewegung, so zeigt sich. dass sich in 
einem solchen Falle die Elektricität in longitudinalen Wellen ausbreiten kann. 


die aber ie nach der Schwineunesdauer und dem Leituneswiderstand des Medium 
J les] be) eo) 





=) Das Potential zweier elektrischer T'heilehen ist nach Weber 
e.e! 1 dr\’ 
—I1— — .(— . 
r c dt 
Fügte man diesem Ausdrucke noch ein Glied hinzu, nämlich 
1+k ee d’r 
2 c” ’ 


so würde man das in Gleichung (1.) $. I gegebene Potential zweier Stromelemente 
erhalten, und wenn k positiv, stabiles Gleichgewicht der Elektrieität. Diese Annahme 
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einem verschiedenen Grade von Dämpfung unterworfen sind. Ist die Dämpfung 
gering, 50 ist die Fortpllanzungsgeschwindigkeit solcher longitudinalen Wellen 
snerop Mavsin : - . l r 
nach unserer Bezeichnung eleich Ir: wobei der Factor nach Herrn Webers 
Ayhı / 


. . ce . ‘ ’ . . . 
Bezeichnung gleich —,; ist, welche letztere Grösse, wie schon IHlerr Kirchhof] 


sefunden hat, der Lichtgeschwindigkeit ausserordentlich nahe gleich ist und als 
Fortpllanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wellen in einem sehr gut leiten- 
den Drahte von ihm nachgewiesen wurde. 

Nach Herrn Maxrwells Annahme k- 0 würde die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der longitudinalen elektrischen Wellen in einem Leiter unendlich gross 
werden, das heisst, die strömende Elektrieität würde sich wie ein incompressibles 
Fluidum verhalten. Es bringt diese Annahme eine sehr beträchtliche Ver- 
einfachung der analylischen Schwierigkeiten hervor, die bei den hierher ge- 
hörigen Aufgaben vorliegen. weil bei diesem Werthe von %k nie freie Klektrieität 
in das Innere eines homogenen Leiters eintritt, wenn sie nicht von Anfang 
an darin vorhanden war. Es wird dabei eine der Grundgleichungen der 
Aufgabe ((I1.),. beziehlich (I1”.) des 8.3) frei von dem Differentialquotienten 
nach der Zeit, also ihre Integration nach der Zeit unnöthig. 

Nach Herrn F. E. Neumamnms Annahme k=1, wird die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit der Longitudinalwellen gleich der des Lichtes. Wäre %k eine 
nicht sehr grosse positive Zahl. so würde die genannte lortpllanzungsge- 
schwindigkeit doch zu der des Lichtes immer noch in einem endlichen Ver- 
hältniss stehen. Nach Fouriers Satz kann man sich jede elektrische Bewegung 
zerlegt denken in eine Summe superponirter einfacher Oscillalionen. So 
lange nun die Wellenlängen der Longitudinalwellen der mit den gegebenen 
Beobachtungsmitteln wahrzunehmenden Oscillationen so gross sind. dass die 
Dimensionen der leitenden Körper dagegen verschwinden. so lange kann auch 
die Bewegung keinen merklichen Einfluss der Constante k zeigen. und kann. 
selbst wenn k von Null verschieden ist. mit hinreichender Annäherung ge- 
funden werden. auch wenn wir zur Erleichterung der Rechnung k=0 setzen. 


m” 
n 


Der einzige praktisch vorkommende Fall eines Leiters von sehr e 


ct Ir 
i > gsi r > ar go 
i>i Wei iuıc> langen 


heblicher Erstreckung. wenigstens nach einer Richtung hin. 
Drahtes. Ich habe desfialb im siebenten Paragraphen den Ablau! eiekirischer 


rn 


Wellen in einem unendlichen Cvlinder von kreisförmiger Basis 


sucht. als für den vorliegenden Zweck nöthig war. Ist die Wellenlänge sehr 
gross gegen den Durchmesser. so aflicirt die Constanie & ersi die kleinen 
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Glieder höherer Ordnung. Die der ersten Ordnung finden sich übereinstimmend, 
wie in Herrn Kirchhoffs Analvse. 

Es geht daraus hervor, dass wir uns bei den elektrischen Versuchen 
der von der Constante % abhängigen Geschwindiekeit der elektrischen Longi- 
tudinalwellen gegenüber in einer ähnlichen Lage befinden, wie in der Optik 
der Lichtgeschwindigkeit gegenüber. Bei unseren Laboratoriumsversuchen 
werden wir nicht leicht in die Lage kommen, die eine oder die andere be- 
rücksichligen zu müssen, oder ihren Werth bestimmen zu können, wenn wir 
nicht Mittel anwenden, ganz ungewöhnlich feine Zeitunterschiede wahrnehmbar 
zu machen, wie dies für die physikalische Messung der Lichtgeschwindigkeit 
eeschehen ist. 

In den bisher besprochenen ersten sieben Paragraphen der vorliegenden 
Arbeit sind die elektrostatischen und elektrodynamischen Wirkungen als reine 
Wirkuneen in die Ferne behandelt worden, welche die zwischen liegenden 
isolirenden Medien nicht affıciren und von ihnen nicht aflıeirt werden; es war 
dies, bisher wenigstens, die geläufige Betrachtungsweise der meisten malhe- 
malischen Physiker, wenigstens des Üontinents. Indessen wissen wir jetzt, 
namentlich durch Faradays Entdeckungen, dass bei weitem die meisten körper- 
lichen Medien magnetisirbar sind, und dass ein der magnetischen Polarisation 
ähnlicher Zustand von diölektrischer Polarisation in den elektrischen Isolatoren 
vorkommt. Die einfachste Theorie des Diamagnetismus wird gewonnen, wenn 
wir auch den den Weltraum füllenden Lichtäther als magnelisirbar voraussetzen, 
und ist dies einmal angenommen, so liegt es nicht fern, ihn auch als Die- 
lektricum, in Faradays Sinne, zu betrachten. Für die Wirkungen ruhender 
oder langsam bewegter Elektrieität, ruhender oder langsam bewegter Magnetismen 
ergiebt eine solche Hypothese, welche das den Weltraum füllende Medium 
selbst als diölektrisch und magnetisirbar betrachtet, durchaus dieselben Resultate, 
wie die, welche den Raum als absolut wirkungslos ansieht. Faradays 
Theorie freilich, welcher Herr C/. Maxwell in dem oben eilirten Aufsatze 
ihren mathematischen Ausdruck gegeben hat, geht weiter, indem sie die Fern- 
kräfte ganz leugnet, und dafür nur die durch contiguirlich fortschreitende Pola- 
risation des Medium fortgepflanzten Wirkungen setzt. Beide Theorien sind 
einander in gewissem Sinne entgegengesetzt, da nach der von Poisson aus- 
gegangenen Theorie der magnetischen Induction, welcher die Theorie der 
diölektrischen Polarisation der Isolatoren ganz entsprechend durchgeführt werden 
kann, die Fernwirkung durch die Polarisation verkleinert, nach Herrn Maxwells 
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Theorie dagegen die Fernwirkung durch die Polarisation des Medium serade- 
zu erselzt wird. 

Aus Herrn Maxwells Theorie hat sich nun das merkwürdige Resultat 
ergeben, dass elektrische Störungen in isolirenden Dielektrieis sich in Trans- 
versalwellen verbreiten, für deren Fortpfllanzungsgeschwindigkeit sich im Luft- 
raume die Grösse „ das heisst die Lichteeschwindiekeit. ereieht. 

Bei der hervorragenden Bedeutung. welche dieses Resultat für die 
weitere Entwickelung der Physik haben könnte. und da die Frage über die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wirkungen in neuerer Zeil 
mehrfach angeregt worden ist. schien es mir wichtig. auch noch zu unter- 
suchen, was das von mir veralleemeinerte Inductionsgeesetz für den Fall er- 
gebe. dass magneltisirbare und diölektrisch polarisirbare Medien vorhanden 
seien. Dies ist im achten Paragraphen geschehen. 

Diese Untersuchung ereiebt Folwendes: 

1) In diölektrischen Isolatoren. selbst wenn sie nicht magnetisirbar 
sind. können sich elektrische Bewegungen in Iransversal und loneitudinal oscil- 
lirenden Wellen fortpllanzen. 

2) Die Geschwindigkeit der transversalen Wellen im Luftraum (be- 
ziehlich Weltraum) ergiebt sich in der Rechnung als desto geringer, je grösser 
seine dielektrische Polarisirungsflähiekeil angenommen wird. Ist diese Null, 
so ist die genannte Geschwindigkeit unendlich: ist die Polarisirungslähigkeit 
sehr gross. so findet man die Geschwindigkeit der transversalen Wellen, wie 
bei Herrn Maxwell, gleich der Lichtzeschwindigkeit. 

3) Die Geschwindigkeit der longitudinalen Wellen im Luftraume findet 
sich gleich dem Product aus der der transversalen Wellen mit dem Factor 
. und einer von der magnelischen Beschaffenheit des Luftraums abhängigen 
Constanten. In Herrn Haxwells Theorie ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
longitudinalen elektrischen Wellen als unendlich vorausgesetzt, was dem Werthe 
k=0 entspricht; das heisst, longitudinale Wellen kommen gar nicht zu Stande. 

4) Die Geschwindigkeit der Iransversalen und der elektrischen longi- 
tudinalen Wellen in andern Isolatoren wird desto kleiner, je mehr ihre elektrische 
und magnetische Polarisirbarkeit die des Luftraums übertrifft. In den Leitern der 
Elektricität pflanzen sich die Wellen unter allmäliger Schwächung durch Absorption 


fort. Für die Transversalwellen stimmt auch dies mit Herrn Maxwells Theorie. 


5) Wenn der Isolator, in welchem sich transversale elektrische Wellen 
g* 
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fortpllanzen magnetisch polarisirbar ist, und die elektrischen Oseillationen 
parallel einer durch die Fortpfllanzungsrichtung gelegten Ebene geschehen, so 
finden magnetische transversale Oscillationen senkrecht zu dieser Ebene statt, 
die mit derselben Geschwindigkeit fortgepflanzt werden. Für magnelische 
longitudinale Oseillationen ergiebt sich in solchen Medien unendliche Forl- 
pflanzungsgeschwindigkeit. 

Es ergiebt sich also aus diesen Untersuchungen, dass die merkwürdige 
Analogie zwischen den Bewegungen der Elektrieität in einem Dielektrieum und 
denen des Lichtäthers “ nicht von der besonderen Form von Herrn Maxwells 
Hypothesen abhängt, sondern sich in wesentlich ähnlicher Weise auch ergiebt, 
wenn wir die ältere Ansicht über die elektrischen Fernwirkungen beibehalten. 

Zu der bisher nicht bestimmbaren Gonstanten %k unserer Untersuchungen 
kommt also noch eine zweite, nämlich die aus den bisherigen Versuchen eben- 
falls nicht bestimmbare di@lektrische Constante des Luftraums, oder die Fort- 


pllanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Transversalwellen im Luftraume. 


$.1. 


Die allgemeinere Form des Induetionsgesetzes. 


Das von Herrn F. E. Neumann aufgestellte Inductionsgesetz für die 
Ströme. welche durch Bewegung von Magneten oder von Leitern constanter 
geschlossener Ströme indueirt werden, ist der unmittelbare Ausdruck der Er- 
fahrung, wonach die durch Bewegung indueirten Ströme dieser Bewegung immer 
entgegenwirken. und wonach die elektromotorische Gesammtkraft des durch eine 
gewisse Bewegung erzeugten Integralstroms unabhängig von der Schnelligkeit 
dieser Bewegung ist. Um den mathematischen Ausdruck hierfür zu geben, mussten 


*) Diese Analogie ist noch in einer andern sehr wichtigen Beziehung vorhanden, 
welche Herr Maxwell nicht berührt hat. Man hat den mechanischen Zustand des Licht- 
äthers in durchsichtigen Medien bislıer dem der festen elastischen Körper gleich ge- 
setzt. Diese Annahme ergiebt aber für die Grenze zweier durchsichtiger Medien 
andere Grenzbedingungen, als man braucht, um die Refraction und Reflexion des 
Lichts an dieser Grenze zu erklären, so dass hier in der theoretischen Optik ein un- 
gelöster Widerspruch bestanden hat. Die Theorie der elektrischen OÖscillationen (Glei- 
chungen (20°.) bis (20°.) unten) ergiebt aber nicht bloss im Innern eines gleichartigen 
isolirenden Medium, sondern auch an der Grenze von zwei solchen Medien, dieselben 
(Tesetze der F ortpflanzung, der Refraction und Reflexion der Wellen, wie wir sie beim 
Lichte thatsächlich finden, vorausgesetzt dass man entweder die magnetische oder die 
di@lektrische Polarisationstähigkeit beider Medien gleich und letztere sehr gross setzt. 
Von der bezeichneten Alternative hängt es ab, ob die elektrischen oder magnetischen 


Öscillationen eines polarisirten Strahls in der Polarisationsebene geschehen. 
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die Kräfte, welche zwei durchströmte Leiter, oder ein solcher und ein Magnet, 
auf einander ausüben, auf die Differentialquotienten einer Kräftelunetion. oder 
wie diese hier genannt wurde, eines Potentials zurückgeführt werden. 

Dies war zunächst unmittelbar möglich mittels des Ampereschen Satzes, 
wonach die Fernwirkung eines geschlossenen Stromes auf Magnele oder andere 
Ströme gleich ist derjenigen einer vom Strome begrenzten Fläche, die mil 
einer magnetischen Doppelschicht bedeckt ist, deren Moment in allen oleich 
orossen Flächenstücken das gleiche und der Stromstärke proportional ist. 

Das Potential eines Stromes auf einen andern oder auf einen Maeneten. 
im Neumannschen Sinne. kann delfinirt werden als die Quantität mechanischer 
Arbeit, welche durch die elektrodynamischen oder elektromagnelischen Ab- 
stossungskräfte geleistet wird, wenn die beiden Ströme, beziehlich Strom und 
Magnet, bei unveränderter Stromstärke und Magnetisirung in unendliche Ent- 
fernunge von einander übergeführt werden. 

Das von Herrn Neumann formulirte Gesetz sagt dem entsprechend aus, dass 
die indueirte elektromotorische Kraft. welche in dem Stromleiter s durch Be- 
wegung anderer constanter Ströme oder Magneten hervorgebracht wird, pro- 
porlional ist der auf die Zeiteinheit berechneten Zunahme des Potentials jener 
Ströme und Magnete, genommen auf den von der Stromeinheit durchströmten 
Leiter s. 

Ich habe dann gezeigt, dass. wenigstens bei der Induelion durch Be- 
wegung eines unveränderlichen und die Elektrieität nicht leitenden Magneten, 
aus dem Gesetze der Erhaltung der Kraft folgt, dass die genannte elektro- 
motorische Kraft der genannten Aenderung des Potentials nicht nur proportional, 
sondern gleich sein muss. wenn man die Einheit des Widerstands so wählt, 
dass die Einheit des Stroms in derselben während der Zeiteinheit eine der 
Einheit der Arbeit äquivalente Wärmemenge erzeugt. 

Weitere Erfahrungen zeigten. dass die elektromotorische Kraft des 
Integralstroms ebenfalls den gleichen Werth hat, wenn der indueirende Strom 
im unbewegten Leiter geschlossen wird, als wenn der Leiter mit dem schon 
bestehenden Strome aus unendlicher Ferne her schnell in die betreffende Lage 
geführt wird. Es folgt daraus, dass es für die indueirende Wirkung einerlei 
ist, ob die Zunahme des Potentials durch Bewegung oder Verstärkung des 
Stroms erfolgt. 

Die Induction,. welche ein Strom auf sich selbst ausübt. und welche 


in seiner eigenen Bahn den Extracurrent der Schliessung und Oellnung her- 
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vorruft, konnte unter dasselbe Gesetz gebracht werden, und ich selbst habe 
durch den Versuch nachgewiesen. dass die Stärke auch dieser verhältniss- 
mässig schnell verlaufenden Stromschwankungen, wenigstens bei vielegewundenen 
gut leitenden Spiralen, einfach durch das Neumannsche Gesetz geregelt wird *). 
Für einen einzelnen Stromkreis, dessen Widerstand W ist und in welchem 
die constante elektromotorische Kraft A wirkt, ist also nach dem Ohmschen 
Gesetze 
JW = A+2P., 
worin P_ das Potential des von der Stromeinheit durchlaufenen Stromkreises 
auf sich selbst bezogen bedeutet, und zwar so berechnet, dass die Wirkung 
aller Elemente a des Stromes auf alle diejenigen Elemente 5, die noch nicht 
als @« in die Summe aufgenommen sind, addirt wird. So berechnet ist das 
Potential das Maass der mechanischen Arbeit, die bei Formveränderungen 
des Stroms geleistet werden kann. Bei den Inductionswirkungen kommt jedes 
Stromelement als indueirendes und inducirtes in Betracht, und kehrt deshalb 
jede Combination aus je zweien zwei Mal wieder. Daher der Factor 2 vor P. 
Aus jener Gleichung folgt die Gleichung der Erhaltung der Kraft: 


Wat AJdt = [PS]. dt 


Nun ist AJdt die Arbeit (chemische in den hydroölektrischen Ketten), welche 
während der Zeit dt, um den Strom zu treiben, aufgebraucht ist; J Wat ist 
der Theil.dieser Arbeit, der durch Wärmeentwickelung in der Stromleitung 
vernichtet ist. Daraus folgt, dass die gleichzeitige Zunahme der Grösse —PJ' 
einer Arbeitsleistung entspricht, welche die den Strom treibenden Kräfte ver- 
richtet haben, während der Strom ansteigt. Umgekehrt, wenn die elektro- 
motorische Kraft A beseitigt wird, und der Strom allmälig auf Null sinkt in 
der übrigens geschlossen bleibenden Leitung, so wird durch den Extracurrent 
die der Grösse —PJ° äquivalente Wärmemenge wiedererzeugt. 

Es ist hierbei zu bemerken, dass die Grösse P nach Herrn Neumanns De- 
finition nothwendig negativ ist, und daher —P.J° positiv. Dieser Satz, dass das 
negativ genommene Gesammtpotential sämmtlicher vorhandener Ströme auf ein- 
ander dem durch das Bestehen dieser Ströme repräsenlirten Arbeitsäquivalent 


*) Ueber die Dauer und den Verlauf der durch Stromesschwankungen inducirten 
Ströme. Poggendorffs Annalen LXXXIII, p. 505. 1851. 
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gleich ist, gilt ganz allgemein für beliebige Systeme geschlossener Ströme. 
Es wird nicht nöthig sein, den Beweis dafür an dieser Stelle auszuführen, 
da in $.4, Gleichung (5*.) der Beweis ganz allgemein (auch ungeschlossene 
Ströme nach der neuen Inductionsformel umfassend) gegeben werden wird. 

Daraus folgt also. wie schon die Herren W. Thomson und Cl. Maxwell 
hervorgehoben haben, dass die Strömung der Elektrieität, ähnlich der lebendigen 
Kraft einer bewegten trägen Masse, einer Arbeit äquivalent ist. Nur tritt der 
Unterschied ein, dass dies Arbeitsäquivalent der elektrischen Strömung in einer 
complieirten Weise von den räumlichen Verhältnissen der vorhandenen Ströme 
abhängt. 

Wenn zwei geschlossene Stromkreise s und 5 mit den Stromintensitäten 
i und j vorhanden sind, ist das Potential von der Form 

P,,.v+P,-t-J+PooJ- 
Darin sind P,, und P,, die Potentiale der Kreise s und © auf sich selbst, 
P., das Potential der beiden auf einander, alle für die Stromeinheit in s und 
o berechnet. 

Die Grösse P,,.i.j ist also nach ihrer ursprünglich von Ilerrn F. E. 
Neumann ihr gegebenen Bedeutung die Grösse mechanischer Arbeit, welche 
bei constanten Strömen die beiden Leiter leisten können, wenn sie in unend- 
liche Entfernung von einander gebracht werden. Ihre negativen Differential- 
quotienten, für irgend eine Lagenänderung genommen, sind die elektrodynami- 
schen Kräfte, welche diese Lagenänderung hervorzubringen streben. Dass 
für geschlossene Ströme diese Kräfte auf ein Potential zurückgeführt werden 
können, ist durch die Ergebnisse der Versuche erwiesen. Für ungeschlossene 
Ströme könnte dies zweifelhaft erscheinen. 

Eben deshalb ist es wichtig, dass die Grösse —P,,.i.j noch die zweite 
von den Bewegungen der Stromleiter unabhängige Bedeutung hat. Sie ist 
derjenige Theil des vorhandenen Arbeitsäquivalentes, der von dem gleichzeiligen 
Vorhandensein der beiden Ströme < und j herrührt. Eine Funelion dieser 
Art muss offenbar auch für eine einzelne oder zwei neben einander bestehende 


ungeschlossene Strömungen existiren. Es muss sich der Werth des Arbeits- 


äquivalents ihrer elektrischen Bewegung angeben lassen. 

Wenn wir mit D, und D, die Elemente der Länge zweier linearen Leiter 
s und o bezeichnen, mit (D,,D,) den Winkel, welchen die Richtungen beider 
mit einander machen, mit r ihre Entfernung, mit ö die Intensität des Stromes 
in s, mit j die in 0, so ist nach Herrn F. E. Neumann das Potential der 
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beiden Stromelemente auf einander gleich 


‚„ecos(D.,D 


A ER ).D.D, 





5 
Darin ist A’ eine Constante, deren Grösse von dem zur Messung der Strom- 
stärke gebrauchten Maasse abhängt. Herr Neumann hat Amperes elektrody- 
namische Stromeinheiten gebraucht, und demzufolge A’= 4 geselzt. Wir 
wollen im Folgenden elektrostatisches Strommaass gebrauchen, das heisst als 
Einheit der Stromstärke diejenige ansehen, wobei die gesammte (Quantität 
Elektricität (algebraisch summirt), welche durch einen Querschnitt des Leiters 
in der Zeiteinheit fliesst, gleich Eins ist*). Als Einheit der Elektrieität be- 
zeichnen wir mit Gauss diejenige, welche ruhend in der Einheit der Entfernung 
die gleiche ruhende Masse mit der Einheit der Kraft abstösst. Dann ist nach 
den Messungen der Herren W. Weber und R. Kohlrausch zu setzen 


_ = 310740 .105 Zineter 


A Secunden 





oder = ist eine Geschwindigkeit von 41928 geographischen Meilen in der 
Secunde, eine Geschwindigkeit, welche der des Lichtes gleich kommt. 

Der obige Ausdruck für das Potential zweier Stromelemente, sowie 
auch der von Ampere für die Anziehungskraft zweier Stromelemente gegebene 
Ausdruck, aus dem jener Werth des Potentials abgeleitet wurde, ist selbst 
hergeleitet aus und geprüft worden an Beobachtungsthatsachen, welche sich 
auf geschlossene Ströme beziehen **). Er ist aber bisher nicht durch die 
Erfahrung als gültig erwiesen für solche Ströme, welche nicht als ein System 
überall geschlossener Stromeurven angesehen werden können, deren jede ein- 
zelne in ihrer ganzen Länge constante Intensität hat, und in der That ergeben 
die Theorien der Herren W. Weber und Cl. Maxwell andere abweichende 
Ausdrücke für das Potential zweier Stromelemente, obgleich ihre Ergebnisse 
für alle elektrodynamischen und indueirenden Wirkungen geschlossener Ströme 


durchaus mit der Neamannschen Theorie zusammenstimmen. 





*) Diese Bestimmung ist übereinstimmend mit derjenigen, welche die Commission 
der British Association für Bestimmung des Widerstandsmaasses gewählt hat. Herrn 
W. Webers mechanische Stromeinheit ist doppelt so gross, weil er verlangt, dass die 


Einheit der positiven Elektricität allein genommen, in der Zeiteinheit den Querschnitt 
durchfliesse. 

*#*) Ströme mit Gleitstellen können immer als geschlossene Ströme von veränder- 
licher Form betrachtet werden. Entladungsströme von Leydener Flaschen sind bis- 
her auf die elektrodynamischen Wirkungen der Unterbrechungsstelle zwischen den 
beiden Belegen nicht untersucht worden. 
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Wir haben zunächst zu untersuchen. welches die alleemeinste Form des 
Ausdrucks für das Potential der einzelnen Stromelemente sei. die in allen 
den Fällen, wo einer der Ströme geschlossen ist, den gleichen Werth. wie 
die Neumannsche Formel ergiebt. Zu dem Ende stellen wir folgende Ueber- 
legung an. 

Es gehe der Stromleiter s vom Punkte «a zum Punkte 5, und der in 
ihm fliessende Strom habe die Intensität ö, ferner gehe der Stromleiter # vom 
Punkte e zum Punkte d, und der Strom in ihm habe die Intensität j. Es sei 
() der wirkliche Werth des Potentials dieser beiden Stromleiter und P der 
nach Neumanns Formel berechnete Werth. Wenn wir nun statt des Strom- 
leiters s einen andern s, mit denselben Endpunkten setzen, und in ihm die- 
selbe Stromintensilät # von a nach 5b fliessen lassen. mögen die entsprechenden 
Werthe von Q und von P beziehlich mit O, und P, bezeichnet werden. Lassen 
wir nun die beiden Stromleiter s und s, zugleich bestehen. aber so. dass die 
Stromintensilät in letzterem gleich —i gemacht wird, und daher sein Potential 
auf o den negativen Werth — 0, erhält, so bilden © ins und —i in s, einen 
geschlossenen Strom, dessen Potential Q—0, ist. Dieses ist aber auch durch 
die Neumannsche Form vollständige gereben. also: 

0-0, = P-P.. 


Setzen wir also 


0 = P+HF, 
so ist auch 
0. = Pı,+F 


und die Grösse F überhaupt durchaus unabhängig von der Form, Länge, Lage, 
Richtung des Stromleiters s zwischen a und 5b, wenn nur die Lage dieser 
seiner Endpunkte unverändert bleibt. 

Ebenso ergiebt sich, dass F auch unabhängig von der Form des Strom- 
leiters o zwischen den Punkten e und d ist, wenn nur diese beiden Endpunkte 
von o unverändert bleiben. 

Die Grösse F hängt also von keinen anderen Raumgrössen ab. als von 
den Coordinaten der Punkte a, 5b, e und d. Wenn nun überhaupt die Ge- 
sammtwirkungen, welche zwei Ströme auf einander ausüben. als die Summen 
der gleicharligen Wirkungen aller einzelnen Elemente des einen auf alle ein- 
zelnen Elemente des anderen betrachtet werden dürfen. so sind die Ausdrücke 
O und F entstanden durch Integrationen über sämmtliche Elemente von s und 
o, und die Function F, welche nur von den Coordinaten der Endpunkte ab- 
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hängt, muss also die Form haben: 

F= F,a-F,a-Fıet Face: 
wo jede dieser rechts stehenden Functionen nur von der Lage der durch die 
Indices bezeichneten Punkte abhängt. 

Die einzige Raumgrösse, welche durch zwei Punkte vollständig be- 
stimmt ist, ist deren Entfernung; also müssen F,., etc. Funclionen der Ent- 
fernungen r,., elc. sein. Von andern Raumgrössen können sie nicht abhängen, 
wohl aber können sie noch beliebige Functionen der Intensitäten © und j sein. 

Reduciren wir nun die beiden Stromleiter s und o auf zwei verschwin- 
dend kleine Elemente Ds und Ds, und verstehen wir unter F irgend eine 
Function der Entfernung r dieser Elemente und der Intensitäten i und j, 


so wird 
d’F 
ds.do 


A f . 
F;,u er „da—-Frct+ Ben = Ds . Do. 


Dies ist also die allgemeinste Form der Ergänzung, welche dem Neumannschen 
Ausdrucke des Potentials zweier Stromelemente gegeben werden kann, ohne 
dass dadurch die Gesammtwirkung eines geschlossenen Stroms auf einen be- 
liebig beschaffenen anderen Strom geändert wird. 

Ich erlaube mir im Folgenden die Form der Function F durch die 
schon in der Einleitung erwähnten Hypothesen zu beschränken, welche sich 
auf die Analogie der sämmtlichen bisher bekannten Fälle elektrischer Wir- 
kungen stützen. 

Erstens setze ich die in der Function F zusammengefassten Wirkungen 
den Intensitäten ö und j direct proportional. 

Zweitens selze ich voraus, dass die Abhängigkeit von der Entfernung 
in diesem Falle dieselbe ist, wie bei allen anderen elektrischen Fernwirkungen, 
die sich von einem Massenelement gleichmässig nach allen Richtungen ausbreiten; 


’ ’ . 1 > u 
dass nämlich die Potentialfunction proportional —-, die Kräfte proportional 


BE. 
= sind. 
Nach diesen beiden Hypothesen haben wir zu setzen 


d’F _ Biij d’r 
ed ae? 





wo B eine Constante bezeichnet. 
Bezeichnen wir die Coordinaten von Ds und Do beziehlich mit x, y, 2 
und £, n, £, die Projectionen beider Elemente auf die Coordinaten beziehlich 
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mit Dx, Dy, Dz und DS, Dr, DZ, so ist 








dr  @2—£$ BEE un. .ı3-—$ 
2 Ds = - Di - en Dy+——-- Da 


—= cos(r, Ds). Ds, 


— Do = —cos(r, Do).Ds, 


wenn (r, Ds) und (r, Do) die Winkel bezeichnen, welche die vom Punkte 
(£,n,{) nach (x, y,z) positiv gerechnete Richtung von r mit den Richtungen 
der Elemente Ds und Do macht. 
Weiter erhalten wir durch nochmalige Differentiirung: 
d’r 
-Ds. Do 


ds.do 





1, Mi u 1 i | ' 
—— (De. Ds+ Dy.Dn+ Dz.DQ)+— cos (r, Ds).cos(r, Do) Ds. Do 





oder 
d’r 1 . | 
ds.do —_ [eos (r, Ds).cos/r, Do) — cos(Ds.Do)]. 
, d’F ae 
Es hat also der oben gegebene Werth von y- wirklich dieselbe Art 


der Abhängigkeit von r, wie andere elektrische Potentialfunctionen. Dagegen 
wäre, wie man sich leicht überzeugt, keine andere Function von r, als allein 
F=B.i.j.r, im Stande den in den obigen beiden Hypothesen gestellten Anforde- 
rungen zu genügen. 

Was die Annahme insbesondere betrifft, dass die Function F den In- 
tensitäten © und j direct proportional sei. so werden wir es im Folgenden 
mit Gleichungen zu ihun haben, in denen die Stromintensitäten nur linear 
vorkommen. Sollte also die Abhängigkeit der Function F von i eine solche 
sein, dass sie nach Potenzen von ö entwickelt höhere Potenzen dieser Grösse 


eintreten liesse, als die erste, — worauf bisher aber noch keine Erfahrungsthat- 
sache hindeutet, — so würden immerhin unsere Gleichungen noch für Strömungen 


von einer gewissen geringeren Intensität ihre Geltung behalten. 

Dasselbe würde, wie schon erwähnt, der Fall sein, wenn nach einer 
von Herrn W. Weber aufgestellten Hypothese, die Fernwirkungen nicht bloss 
von der Intensität, sondern auch vom Product der Intensität und der Dichtigkeit 
der freien Elektriceität abhängen sollten, eine Hypothese, die übrigens ebenfalls 
noch durch keine Erfahrungsthatsache unterstützt wird. 

In den von uns zu behandelnden Fällen wenigstens würde die Dichtigkeit 


im Innern der Leiter bei verschwindend kleinen Stromintensitälen immer selbst 
10 * 
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eine verschwindend kleine Grösse derselben Ordnung sein, und also das Pro- 
duct beider zu vernachlässigen. 

Beide Möglichkeiten würden also nur die Breite der Anwendbarkeit 
unserer Folgerungen für slärkere Ströme beschränken, ohne ihre Richtigkeit 
für schwache Ströme aufzuheben. 

Ich setze jetzt, um den von uns zu brauchenden verallgemeinerten 
Ausdruck des elektrodynamischen Potentials zweier Elemente auf die zweck- 
mässigste Form zu bringen, die oben gebrauchte Constlante 

Br SE 
worin % eine neue Üonslante bezeichnet. Dann wird das Potential zweier 
Stromelemente gleich dem Ausdrucke: 


. a) “ ] r, \ / \ f , \ , 
1.) —4.£—-[1-+%).cos(Ds, Do)+(1—k).cos(r, Ds).cos(r, Do)]Ds.Do. 
EUER Pr T\ 1,48, | ’ 


Umformung der Ausdrücke des Potentials für continuirlich im Raume verbreitete 
Strömungen. 

Ich bezeichne mil x, ve, w die Componenten der elektrischen Strömung 
in Richtung der positiven rechtwinkligen Coordinaten x, y, 3 im Innern eines 
continuirlich durchströmien Körpers, und die Werthe des elektrodynamischen 
Potentials, welches die sämmtlichen vorhandenen Ströme in Bezug auf die 
Stromceomponenten «, ©, w im Volumenelemente dw. dy.dzs hervorbringen, 
der Reihe nach mit 

— A.U.u .de.dy.ds, 

— A’. V.v .de.dy .daz, 

— A4°.W.w .dx.dy .dz. 
Der Werth von U ist nach dem in Gleichung (1.) festgestellten Werthe des 
Potentials je zweier einzelner Stromelemente 


| /fM-+k 1—k 2—£ Er uno, A . er 
(1°.) u-///\ + Er "oE [u.(c—5)+e(y—n)+ w (s-0)]\ .ds.dn.dÖ. 


A \ 


? = (“-S’+y-n)+(s-2)%. 





Unter dem Integralzeichen sind «, vo, w als Functionen von $,n,{ zu nehmen, 
und die Integration ist entweder über den ganzen Raum, oder wenigstens 
über alle Stellen des Raumes auszudehnen, in denen elektrische Strömungen 
oder Bewegungen elektrisirter Massen vorkommen. 
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Die Werthe von V und W erhalten wir, wenn wir in (1°) vertauschen 
NE "FIRE 
mit Ft. 
oder mit Wein 
Der Werth von U lässt sich auch in folgender Form schreiben: 


b\ wu 1—k [ ui Je dr d’r | ' . 
] T n .—— 4 -_ 0 .- _ + Y. —t Yo. Be. 
A j, U: NN I % Pr dx.ds dxe.dn %; dx.d£A ds. an ‚do. 


Bezeichnen wir mit 7 folgenden Ausdruck 


uch FREE Zur dr ‚ dr . rn 
(5 / HIrAG -' ”z ‚u 75); 4 dn.dZ, 


so können wir, vorausgeselzt, dass 7 einen endlichen Werth hat, die Werthe 


von U, Y und W in folgender Form geben: 


1 IR ID fi en de 
| Vs - .- SJJ---a2.an.d£, 

’ \ , | h dp je G. 
(1°) — ie +H/N &,dn.d£. 
ti } a er dz.dn.d- 
1—k dW /(/(/(w ,;- . 
In — —.—rf/f/: .ds.dn.dQ. 


In dem Ausdrucke (1°) für 7 sind die Grössen . Zn - ächte Brüche, 

und %# ist jedenfalls endlich, wenn, wie im Folgenden mit Ausnahme von 

$.7 immer angenommen werden wird, nur endliche elektrische Massen mit 

endlicher Geschwindigkeit bewegt werden, und diese sich alle in endlicher 

Entfernung von einander befinden, so dass jenseits eines gewissen Abstandes 
) vera =ß. 

Um die Continuität der Functionen #, U, V und W, so wie ihrer 
Differentialquotienten festzustellen, beziehlich die Ausnahmefälle zu finden, 
nehmen wir hierzu noch die Gleichungen, welche die Constanz der Quantität der 
Elektrieität ausdrücken. 

Bezeichnen wir mit g die Potentialfunction der freien Elektricität, so 
ist im Innern eines Raumes, in welchem die Elektrieität endliche Dichtigkeit 
hat. die Abnahme dieser Dichtigkeit für die Zeiteinheit gleich 


1 ddp du dv, dw 





a By 


worin das Zeichen / die Operation bezeichnet 
| "1 
ur er Tr 


z 
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Und an einer mit Elektricität belegten Fläche 2 mag N die Normale der 
Fläche bezeichnen, a, b, e die Winkel, welche ihre Richtung mit den positiven 
Axenrichtungen der x, y, z bildet, d(2 das Flächenelement; y, u, v, w mögen 
Werthe dieser Functionen bezeichnen an der Seite der Fläche, die der negativen 
Richtung der Normale zugekehrt ist, dagegen p,, %,., ve, und w, die Werthe 
an der Seite der Fläche, wo die positive Richtang der Normale hinzeigt. 
Dann ist die Zunahme der Elektricitätsmenge auf der Flächeneinheit gleich 





= (u—u,)cosa-+ (e—v,)cosb+ (w—w,)cosc. 





1 d’op d’ 9 
/% ”\ Br | - k 
(2°. dt.dN At.dN 


An 


Wenn man nun mit Benutzung von (2.) und (2“.) die Gleichung (1°.) partiell 


integrirt, so erhält man 


’ vn d l ; ie . 
mw) 2 le: E A). R-4 r.Ag.ds.dn.dQ, 


oder auch, wenn man die freie Elektrieität mit E bezeichnet, 
1 ’ dE 
Ian) a 
Die Integrale, welche bei der Bildung von (2°.) sich auf die unendlich 
entfernte Grenzlläche des Raumes beziehen, müssen nach der bei (1°.) ge- 
machten Annahme gleich Null werden, und sind deshalb weggelassen. 


Durch Benutzung des @reenschen Satzes ergiebt sich ferner, dass, wenn 


(2°) P=-— dz.dn.dQ. 


dp _. \ EEE : ’ i : 
nirgends discontinuirlich ist, das heisst, wenn nirgends elektromotorische 


Flächen von veränderlicher Kraft vorkommen, der in (2°.) angegebene Werth 
von 7 gleich sei 
1 dp 
An di 


Auch hier können wieder die auf die unendlich entfernte Grenzfläche des 
Raumes bezüglichen Integrale weggelassen werden, unter Voraussetzung, dass 


p— . Ar .d&.dn.d£. 


dp . 
daselbst Er . keine grösseren Glieder enthält, als solche von der Form 





wo «a der Winkel ist, den die Linie r mit irgend einer festen geraden Linie 
bildet, und 2 eine Constante. Die gemachte Voraussetzung wird immer zu- 
treffen, wenn alle zu berücksichtigenden elektrischen Bewegungen nur in end- 
licher Entfernung von der untersuchten Stelle vor sich gehen. 
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Da nun 


Ir = — 
r ’ 
so folgt: 
u 1 dp A Ye 
PP = - —— —.ds.dn.dl, 
\ In 5 un. 
(2“.) und 
u = 2.40. 
\ ; dt 
Die Function # ist also analytisch darstellbar als die Potentialfunetion einer 
; a . 1 dg ’ dp . 
pP :htiekeit — —— - - auseebreilele asse. denfalls 
mit der Dichtigkeit 5 USE breiteten Masse. Da nun * jedenfalls 


nicht an einer Fläche unendlich wird, so ist 7 überall stetig, ebenso seine 
daB daD dW 


Differentialquotienten ; beide mit eventueller Ausnahme solcher 


dy ?’ dz 


d.c 


a dp 

Punkte, in denen - unendlich wird. 
( 

Demgemäss sind die oben in (1".) gegebenen Werthe von U, ), W 
jedenfalls überall stetig, mit. Ausnahme solcher Punkte, wo die elektrische 
Strömung unendlich wird. 

hl ® . v f d .ow . . 

is ergiebt sich ferner aus (2“.) durch Differentiation nach x 

dw 1 Ee We re L 
— - / SETS ge an.dt 


de an ı dt p? 


5 


und durch partielle Integration nach < 
ROrORR dy 1 ee 8 = 

(2°) UP Fra 5 / — N, 

N dx an J did r ‚ 
Daraus folgt, dass auch die ersten Differentialquotienten von % nach 


x, y, 3 genommen als Potentiallunclionen einer Masse dargestellt werden 
I dig 
2n dt.dx 

genommen in Punkten, in denen die Geschwindigkeiten unendlich werden. Also 


müssen mit Ausnahme solcher Punkte auch die zweiten Differentialquotienten 





können, deren Dichtigkeit ist. Diese ist überall endlich, ausge- 


von 7 überall stetig sein. 

Nachdem dies festgestellt ist, folgt aus den in (1°.) für U, V und W 
gegebenen Werthen,. dass auch U, V, W mit Ausnahme einzelner Punkte 
unter den angegebenen Voraussetzungen überall, namentlich auch an den Grenz- 
flächen der Leiter stetige Differentialquotienten haben müssen. Dasselbe Resultat 
kann übrigens auch direct aus der Gleichung (1“.) mittels ähnlicher Betrach- 
tungen abgeleitet werden, wie sie angewendet werden, um für die Potential- 
functionen von Massen endlicher Dichtigkeit den gleichen Beweis zu führen. 
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Aus der Gleichung (2”.) folgt 


a gw — 2.8 
(Air, 2 A 


und demgemäss aus (1“.) 


} \ Up 
AU = (1-k)- P_—Anu, 
\ \ ’ dx.dt 


Pop 
- P} \ I —— [ — P . h; En GERD 7 bi 
4 R) dy.dt 4 ey 
d’y 


— Arw. 
dz.dt 





(AW = (1-k): 
Ferner ergiebt sich aus (1“.) 


dU , dV dW ik St $—r | n—y. —2 rt 
ni — ra: #74 (u E40. 24m. ” ). dE.dn.d£. 


ak 





Indem man aus (2’.) für das erste Glied links den Werth setzt, und das fol- 

gende Glied partiell integrirt mit Berücksichtigung von (2.) und (2°.), so er- 

hält man 

dU  dV , dW 

+ / T . 
dy 


Nachdem diese Eigenschaften der Functionen U, V, W festgestellt sind, können 
wir zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen übergehen. 


am dp 
Ze Guud dt 





(3°) 





dx 


$. 3. 


Bewegungsgleichungen der Elektrieität. 


Die elektromotorische Kraft, die im Punkte x, y, z wirkt, ist zusammen- 
geselzt aus derjenigen, die von der elektrostatischen Kraft der freien Elektri- 
cität herrührt, und deren Grösse durch die negativ genommenen Differential- 
quotienten der Potentialfunction g der freien Elektricität gegeben wird, und 


’ 294 u . ‚dU . 
ferner aus der Inductionskraft, die in Richtung der x gleich A ist. 


Bezeichnen wir also den Widerstand eines prismatischen Leiters von der Ein- 
heit der Länge und Einheit des Querschnitts mit z, so sind folgendes die Be- 


. S . s & r * 
wegungsgleichungen der Elektrieität: *) 


*) Um die hier gegebenen Gleichungen auf die Kirchhoffschen zurückzuführen 


setze man 
statt h % p 4A’ 


nunmehr —i — 
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d 


Ip „ dU 
zu wEng! 


- 


\ ee dx dt 
lop | 
ab \ PEN En. A 4? | f 
(3 7 | Ben dy A dt 
2 dep ‚„daW 
Bo Sn ewä Fe 


Was den Werth der Constanten 2 betriffi, so ist Herrn W. Webers 
elektromagnelische Stromeinheit nach unserer Bezeichnung gleich . seine 
Einheit der elektromotorischen Kraft dagegen gleich A zu setzen. also seine 
elektromagnelische Widerstandseinheit gleich A’. Für Kupferdrähte von 1 Milli- 
meter Länge und 1 Millieramm Gewicht ergeben seine Messungen die Grösse 


des Widerstands, aus verschiedenen Drahtproben berechnet, wie folgt: 





Jacobis Draht . ..........2 310 000 
Kirchhoffs Draht ......... 1916 000 
W. Webers Draht ........ 1865 000 

Mittel . .. 2 030 300 


Um für einen Leiter von einem Millimeter Länge und einem Quadratmillimeter 
Querschnitt den Widerstand zu finden. muss man diese Zahlen durch das 
specifische Gewicht des Kupfers 8.95 dividiren, und so ergiebt sich als dem 
Mittel jener -drei Kupfersorten entsprechend 

Juadratmillimeter 


z = 227000 22a e 


DSecunden 





oder 
Bacund 
2 = —— Secunden. 
423370.10'% 





Der bestleitende Draht von galvanoplastischem Kupfer ergiebt 


1 Y 
== Sag on Secunden. 





/# 


In den Gleichungen (3°.) sind U, V, W und % zunächst als Integrale gegeben. 
Um die betreffenden Gleichungen in die Form von Differentialgleichungen zu 
bringen, brauchen wir nur die genannten vier Grössen als Unbekannte zu 
benutzen. 

Wir haben dabei zu unterscheiden: 

1) Theile des Raums, die wir mit S bezeichnen wollen, welche leitend 
sind, und auf deren Inneres keine anderen Kräfte wirken. als die elektro- 
statischen und indueirten elektromotorischen Kräfte. Innerhalb solcher Theile 
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gelten die Gleichungen (3°.), welche bei Berücksichtigung von (3.) die Form 


annehmen: 








BIRR: DER 7 RL. Zn I A BE 
AU i k) de.d »Ndx A di )? 
| Pape: Up dr \ dp „dV) 
\ IV — (Ii— ») - . _ 1 A 
1. Ba d—K) dy.dt x \dy +4 dt )? 
| | ; „dp _ An \ dp „daW\ 
AWO) a int +4 vn 


2) In anderen Theilen des Raumes können wir die elektrischen Strö- 
mungen als vorgeschrieben betrachten. Dies wird zum Beispiel der Fall sein, 
wo elektrisch geladene Isolatoren bewegt werden, oder elektrische Ströme in 
Drähten unter Einfluss relativ grosser hydroelektrischer Kräfte eirculiren. Auch 
wenn man Magnete durch ein System elektrischer Ströme ersetzt denkt, sind 
diese als unveränderlich vorgeschriebene Ströme zu betrachten. Diese Theile 
des Raumes mögen mit S,, die Werthe der Functionen U, V, W, % etc. mit 
U. Vi» Wı. $ı etc. bezeichnet werden. In ihnen ist 

















AU, —(1—k) ze — — An, 
m) (41n-d-h) ch  , 
AW,— (1—k) 2 = — Anw,. 
3) Im ganzen Raume $S und S, gilt die Gleichung (3“.) 
m) Mr 


4) Die Grenzbedingungen an mit Elektrieität belegten Flächen (2 sind 
(II.) U— U, _— V- V, = W-—- W, — 9 —-9, — 0,” 


re A 
ih me "ie air Mer aueh 








5) In unendlicher Entfernung von den Leitern und bewegten Massen 
(V.) U=-V/=W=9=%. 


Wenn aus diesen Gleichungen U, ), W und % bestimmt sind, erhält 


man @, ©, w durch die Gleichungen (3.). 
Das System der Gleichungen (I.) bis (V.) vertritt vollständig die Be- 
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dingungen der Aufgabe, die ausgesprochen sind durch die Gleichungen (1".), 
ya 139 


.)a \e 


nebst den entsprechenden Gleichungen für ® und w, und durch (2.). | 

Da das System (I.) bis (V.) abgeleitet ist aus den Bedingungsgleichungen 
der Aufgabe, so fügt es keine neuen Bedingungen hinzu, die jene nicht 
enthalten. 

Umgekehrt ist nachzuweisen, dass, wenn das System (1.) bis (V.) erfüllt 
ist, jene vier Bedingungsgleichungen der Aufgabe erfüllt sind. 

Zunächst ist ersichtlich, dass die Gleichungen /3”.) unmittelbar aus (1. 
erhalten werden, wenn man FU ete. durch die Geschwindigkeiten ausdrückt. 
wie in den a, e, w definirenden Gleichunsen (3.) vorgeschrieben ist. 

Die Gleichung (2.) erhält man, wenn man die Gleichungen (I1.) und 


: da ! " IV : 
(11°.) der Operation 4 unterwirft, und die Werthe von 47 etc. aus (3.) bildet. 


(d.L 
Die Gleichung (2”.). welche an Flächen 2 eilt, erhält man durch fol- 


sende Betrachtungen. Wenn % eine Function ist, die auf beiden Seiten der 


Fläche 42 gleiche Werthe hat, 


‘p . ff i 
dB dB , } j 
aber - von —- verschieden ist. so ist. wie leicht zu sehen. 
dN dN j 
dB Ap_ıp 
k / : 1/ u 
_— _ —!- c0sa. 
dx dN 
dp_° dOp_ıp 
1/7 1 / u 
— -cosb, 
dy dN g 
dW_ yo dw y 
— Mn} nn - COS Ce. 
dz AN 


wo a, b, e wie früher die Winkel sind. welche die Normale N mit den Co- 


, IU IU IU ’ > en 
ordinatenaxen macht. Da -——. ne auf beiden Seiten der Fläche (2 
dx dy dz 


nicht verschieden sind. so ist 














d’(U—U,) 4% d (dU—U)) u 
> Fer 2 Saaer Saga heran 
(U—U) _ d $dlU-U))}, © 
dy.dy AN! dy N Bas 
und daraus folgt: 
d’(U—U‘ 2 d’(U—U, Bonn 
dx.dy cosb— dy? -cosa = 0 


. h de de 1. 
Daraus folgt weiter, dass, wenn man die Werthe von ze und aus den Glei- 
( 


chungen (1l.) entnimmt, 


iE” 
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Rwe | d’(y—g, ut ’g—g, 
cosa| 4(U-U,)+k a: 2] + eosb[ s(V-V,)+k- a] 


(gg —g 
+ cose[ (WW) +1 = —(, 


und wenn man hierin für /U, 4U, u. s. w. die Werthe setzt aus (3.) und 
(1'.), so folgt die Gleichung (2*.). 

Endlich ist noch zu erweisen, dass die Functionen U, V, W der Glei- 
chungen (l.) bis (V.). wenn man vermöge der Gleichungen (3.) die Ge- 
schwindigkeiten a, ©, w einführt, gleich den in (1”.) und gemäss (1°.) gebilde- 
ten Werthen dieser Grössen sind. Dies geht daraus hervor, dass eine Function, 
die überall endlich und stetig ist, deren Differentialquotienten ebenfalls überall 
endlich und stetig sind, und die in unendlicher Entfernung gleich Null ist, wie 
dies die Gleichungen (111.), (IV.), (V.) von U, V, W aussagen, nach den be- 


kannten Sätzen über Potentialfunctionen dargestellt werden kann in der Form 





1 DO o 
U— 7 / - .ds.dn.ds. 
Setzt man nun statt ZU die in (3.) und (I”.) gegebenen Werthe, so 
ii, pr e 1 
erhält man Gleichungen von der Form (1“.),. wo der Werth von — elc. 
( 


zunächst in der Form von (2°.) gegeben ist. Die Transformationen aber des 
Werthes von 7, welche uns von der Form (1°.) zu (2°.) geführt haben, und 
welche auf partiellen Integrationen beruhten, kann man alle rückwärts machen, 
und kommt so auf die Gleichungen (1“.) und (1“.), die nur eine andere Schreib- 
weise von (1°.) sind. 

Es ist in diesen Entwickelungen keine Rücksicht genommen auf das 
Vorkommen elektromotorischer (hydroölektrischer oder thermoßlektrischer ) 
Mo!eeularprocesse. Haben diese constante Kraft, so geben sie einfach einen 
den übrigen Strömen superponirten constanten Strom. Haben sie aber inconstante 
Kraft, so lassen sich die Umformungen der Function 7 nicht immer so aus- 


führen, wie oben geschehen. 





Die in der Einleitung erwähnte Analogie zwischen den Bewegungen 
der Elektrieität in einem Leiter und denen eines Gases zeigt sich in folgender 
Weise. Es sei p der Druck. o die Dichtigkeit, «, ©, w die Componenten 


der Strömungsgeschwindigkeit; letztere seien so klein, p und 0 so wenig von 


den Wertben p, und o, in der ruhenden Flüssigkeit unterschieden, dass die 
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Glieder zweiter Dimension der Grössen (p—p,), (e—o,) vernachlässigt werden 
können. Dann sind die Bewegungsgleichungen eines reibenden Gases, auf 


dessen Inneres keine äusseren Kräfte wirken: 














1 dp du d du dv dw\ 
ge be: <a. See ie Se ee er ee ee 
o dx da“ |: dx >  dy T/’ 
i dp de u ‚a %> 1 do -; 
od dd Fe dy Ndz ' dy ds?’ 
I dp dw d/du, dv dw 
.. o ds ._ ee ah Tr = En Ei 
I d du, do, dw 
op d dx dy  dz 
Man setze 
“ “ p -Pı 0 — 0), 
staat u, ve, w, he j ru, u, ) 
, 1 % 1 —k D4 
T V „ BR. A 
u, M, 1:7» kp, An A’? k 4AnA4’’ 


so erhalten wir die für das Innere eines Leiters von constantem Leitungsver- 


mögen geltenden Bewegungsgleichungen der Elektrieität. Dabei ergiebt sich 


Sn. 3 
0 — 0 ie 








no 


Dem kann ein Gas von stabilem Gleichgewicht nur entsprechen, wenn %k positiv 
ist. Ist k=0, wie in Herrn Maxrwells Annahme, so würde die Elektrieität 
sich wie eine incompressible Flüssigkeit bewegen. Auch müssen die beiden 
Reibungscoefficienten u und » positiven Werth haben, wenn die Vergleichung 
statthaft sein soll, was bei v nur der Fall ist, wenn 1 > %>>0 ist. 

Die Geschwindigkeiten der Flüssigkeit entsprechen aber hierbei, wie man 
sieht, nicht den Geschwindigkeiten der Elektrieität, sondern den elektromotori- 
schen Kräften. Die Geschwindigkeiten der Elektrieität wären vielmehr den 
durch die Reibung hervorgebrachten Bewegungskräften proportional. 

Die Grenzbedingungen freilich sind abweichend; indessen giebt eine 


solche Vergleichung immerhin einen Anhalt für die Vorstellung. 


$.4. 


Eindeutigkeit der Lösungen und Stabilität des Gleichgewichts. 


Bezeichnen wir mit > denjenigen Theil der Arbeit, welcher durch 


Abänderung der elektrischen Strömungen in den Leitern S verändert wird, 
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so besteht derselbe aus zwei Theilen &,, welcher den elektrodynamischen, 
und Ö,, welcher den elektrostatischen Wirkungen entspricht. Die ganze 


Grösse dieser Arbeit ist 





(4. oß=&b+®P\. 

4) = Ar fı Uu+Ve+Ww)dx.dy.ds, 

BR 1 "/dg dp, 

4°. — SE - td — = /$. Iy.da.dy.dz. 


Durch partielle Integration ist dieser letztere Werth, wie bekannt, auf die Form 


zu bringen 


Be = IK = 7 ie ) - -(Z er} ) ax .dy.dz 


Sr 


und ist also N posiliv. 
In dem Werthe von &, ersetzen wir zunächst z, v, ®w durch die Werthe 


dieser Grössen in (3.) und (I°.) und erhalten 


B, = w.. AU+V.AV+W.4W 
u ar % ıpyd Ip ww d? Y 
1 —hk r 2° dt } dy.dt "7 Be zu W 2 A| de. dy. dz. 


Wenn man hier partiell integrirl mit Berücksichtigung der Gleichungen (I1.), 


(IV.) und (V.). so erhält man 
A? LrdU, kfdU dv w 
ade le )]+=[- ++ az. dy.dz. 


SnJ/ (TL\da, dx dy 








Hierin bezeichnet U, irgend eine von den Grössen U, V, W, und x, irgend 


eine von den Coordinaten x, 9, 
Wenn man berücksichtigt, wie sich aus (III.) und (1V.) durch partielle 


Integration ergiebt, dass 


$ dU dV dU dV 
Pi u ee er "2 dxe.dy.dz = Q, 





so verwandelt sich der letzte Ausdruck in 


a dU, ) | 1 a} | der. dy. Pr 


dx, dm 








(4“.) BD, — 


Durch die in (4°.) und (4”.) gegebenen Werthe von $, und #, ergiebt sich, 
dass beide nothwendig positiv sind, wenn % einen positiven Werth hat, oder 
gleich Null ist. Wenn aber %k einen negaliven Werth hat, so kann das Ar- 


beitsäquivalent der elektrischen Bewegung negaliv, also kleiner als im Gleich- 
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gewichtszustand werden. Es wäre alsdann der Zustand der Ruhe nicht ein 
Minimum der Arbeit, also das Gleichgewicht in diesem Zustande nicht stabil. 

Der Unterschied im Verlauf der Störungen des Gleichgewichtszustandes, 
je nachdem % positiv oder negaliv ist, zeigt sich noch bestimmter, wenn wir 
die Gleichung der lebendigen Kraft für die elektrischen Bewegungen aufstellen. 
Dieselbe wird uns auch dazu dienen, nachzuweisen, dass durch die Gleichungen 
(1.) bis (V.), wenn gleichzeitig der Anfangszustand gegeben ist, die elektrische 
Bewegung eindeutig bestimmt ist, vorausgesetzt, dass k __.O. 

Wenn nämlich zwei von einander verschiedene Lösungen der Glei- 
chungen (l.) bis (V.) existirlen, und in der einen 
B, F\ ”, p, 
in der andern 

ee 

die Werthe der in den Gleichungen vorkommenden Functionen wären, so 
würden auch ihre Unterschiede 
U'-U"=LU, ff, 
wW-W'"=W, y-y"=y 


gesetzt, den Gleichungen (l.) bis (V.) genügen, wenn in diesen v, =e,=w,—0 


(ar. 


gesetzt würde. 
Um nun zu ermitteln, unter welchen Bedingungen eine solche Ver- 
. u .. . . .. . r dD . 
schiedenheit der Lösungen möglich wäre, wollen wir den Werth von — mittels 
( 
der Gleichungen (I.) bis (V.) bestimmen, wobei wir festsetzen, dass 
(9.) ne ed 
sei, also keine Bewegung der Elektrieität ausserhalb der Leiter $ vorkomme. 
Aus den in $. 1 aufgestellten Principien ist schon klar, dass der Werth 
sein muss 


bi 1 db 1 „ah... 
(9). > 2 +0’ +1’) dS, 


da, wenn äussere inducirende Kräfte fehlen, die in der Leitung erzeugte 


Wärme, deren mechanisches Aequivalent rechts in Gleichung (5“.) steht, nur 
erzeugt werden kann auf Kosten des Arbeitsäquivalents der elektrischen Ver- 
theilung und Bewegung. In der That lässt sich die Gleichung (5“.) verifieiren 
aus den Gleichungen (3.), (1.) bis (V.), (4.) bis (4“.) und (5.). Am einfachsten 
geschieht dies mittels der mit (1.) identischen Gleichungen (3°. 
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1 l l N ' 
IE “+ev+w’)dS — (u E* + . 7W: > )dS 
dy dz 





AS (u- rel er TR u ds. 


. AahN\ . . . . ‚Aa‘ 
Aus der in (1’.) vorgeschriebenen Bildungsweise von U und der in (4*.) vor- 
geschriebenen von 2, ist leicht ersichtlich, dass 











, ’ = du g,do , gg du dD, 
Alu de a )ds = A/(U.Z 4 der: + W. 7,48 = 
Ferner ergiebt sich aus (4‘.) leicht 
dp 4 dg dp , dy d’y  dy d’y ] 
u 3 re ar er re a 


(> d’p, n 1 f dp 
; 2 9.1 dx. dy.ds 
= „fe-( dN.dt dN. ILL | U \dt Jda dy dz, 


und wenn wir hierin die Grössen «, e, w mittels der Gleichungen (2.) und 
2°.) einführen. und partiell integriren, ergiebt sich 


ID I lg I 
dp, - /« 2 ErE 7, +07 -_ -)dx. dy.dz. 








dt 
Da ausserhalb S nach Gleichung (5“.) «, e, w überall Null sind, ist es einerlei, 
ob wir die Integration in diesem letzten Ausdruck nur auf den Raum S, oder 
auf den ganzen unendlichen Raum ausdehnen. 

Diese Umformungen zeigen. dass die Gleichungen (l.) bis (V.) der 
Forderung des Gesetzes von der Erhaltung der Kraft, wie sie in (5°.) aufge- 
gestellt ist, entsprechen. 

Die Gleichung (5°.) zeigt, dass die Grösse — nur einen negativen 
Werth haben kann, da das rechts stehende Integral eine Summe von lauter 
Quadraten ist, und z%, der Widerstand, jedenfalls positiv. 

A. Wenn k—0 ist, ist > notliwendig immer positiv, und kann nicht 


kleiner als Null werden. Ist es also in irgend einem Augenblicke der Be- 
wegung gleich Null. so muss es von da ab fortdauernd gleich Null sein. Da- 
mit > aber Null sei, müssen alle die positiven Quadrate, deren Summe es ist, 
gleich Null sein, also entsprechend (4.), (4°.) und (4#'.) 


dp dy dep sy 


dx dy me” 


was, da g im Unendlichen gleich Null sein muss, nur geschehen kann, wenn 


im ganzen Raume g=0, d. h. wenn gar keine freie Elektrieität existirt. 
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Ferner, wenn wir (4“.) gleich Null setzen, ergiebt sich 
dU dV dV dN dW dU 
dy de ” dz dy d.r ds ’ 
dU dV ,dW 
de " dy da 0. 
Durch Differentiiren erhält man aus diesen Gleichungen: 
AU=4V=-4W=0, 
und da ausserdem U, V, W und ihre ersten Differentialquotienten nirgends unstetig 
sein sollen, so folgt, dass im ganzen Raume 
vy-W=W 

Daraus folgt also entsprechend den Gleichungen (4°.). dass, wenn im 

Anfang der Bewegung 
U -U"=-V'-V"=- W-W"=4—-g4"=0, 
diese Differenzen forldauernd gleich Null bleiben. 

Wenn also k —:O und wenn für den Anfang der Bewegung die Werthe 
von U, V, W gegeben sind, so bestimmen die Gleichungen (1.) bis (V.) in 
Verbindung mit (3.) die Bewegung der Klektrieität vollständig. 

Es folgt ferner daraus, dass, wenn wir für die Zeit {<< r und I >1a 
zwei verschiedene analytische Ausdrücke der Bewegung haben, diese eine 
einzige continuirliche Bewegung darstellen. wenn zur Zeit {= r beide Aus- 
drucksformen überall im Raume gleiche Werthe von y, U, V und W ergeben. 

B. Wenn k negativ ist, so kann P negativ werden. und die Bewegung der 
Elektriceität kommt nicht nothwendig zum Stillstand, wenn & gleich Null wird. 
Aber auch in diesem Falle muss, wenn äussere Einwirkungen fehlen, = nach 
Gleichung (5°.) nothwendig immer einen negativen Werth haben, und wenn 


m 


also P einmal negativ geworden ist. so muss es zu immer grösseren und 


J 


grösseren negativen Werthen fortschreiten. Damit $& einen endlichen negativen 
Werth F haben könne, muss nothwendig der mit dem negativen %k multiplieirte 


Theil seines Werthes 


7dyN\ Tr “ dV er | . 
/G .) dx.dy.dz = ef rar ar 7 dxe.dy.dz 
1 
h) 


7 .. . . . di . . rg. . 
Wenn g überall endlich ist und bleibt. so muss I in endlichen Theilen: 


dl 





grösser als F sein und bleiben. 


des Raumes einen endlichen Werth haben. damit das vorstehende Inteeral 
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einen endlichen Werth haben könne. Wenn die leitenden Körper S endlich 


. ; dp . ' u j l 
beerenzt sind. nimmt 2 in unendlicher Entfernung ab wie Zr und die von 


unendlich entfernten Theilen des Raumes herrührenden Theile des Integrals 
werden also jedenfalls unendlich klein. Damit aber = endliche Werthe in 
endlicher Raumerstreckung habe, müssen endliche Geschwindigkeiten der Elektri- 
eität in endlichen Räumen, oder unendlich grosse Geschwindigkeiten in unendlich 
kleinen Räumen bestehen. Denn es ist 


id 


u ke 5 +9: Pr >+ w ie (—)] ds.dn.d£Ö. 


Wenn aber die Geschwindigkeiten fortdauernd in endlichen Räumen endliche 


ı do» wi ah elz ' ' 
Werthe haben, muss = nach Gleichung (5°.) fortdauernd einen endlichen 


negativen Werth haben, und & also fortdauernd wachsen bis zu unendlicher 
negativer Grösse. 

Daraus folgt, dass, wenn nicht =, a, ve oder w von vorn herein an ein- 
zelnen Stellen unendliche Werthe haben, sie jedenfalls mit der Zeit zu unend- 
lichen Werthen anwachsen müssen. Ist also bei negativem A die Grösse 
nur einmal negativ geworden, so wird die entsprechende elektrische Bewegung 
sich fortwährend an Intensität steigern, wenn sie nicht von Anfang an in 
einzelnen Stellen unendlich ist. 

Das bedeutet also, dass bei negativen Werthen von k das Gleichgewicht 
der ruhenden Elektricität in leitenden Körpern ein labiles Gleichgewicht ist. 

Bewegungen, welche & negativ machen, sind in sehr mannichfacher 
Weise möglich. Man braucht nur anzunehmen, dass in irgend einem Augen- 
blick keine freie Elektricität existire, also y = 0 sei, und dass ausserdem sei 


dx dy ? ds 





ie Br 


Dann fallen alle positiven Theile von 2 weg, und nur der negative bleibt 
übrig. Die Function % ist hierbei nur den Bedingungen unterworfen, dass 


nach den Gleichungen (T.) bis (V.) und (5°.) ausserhalb $ 


IJdy =V 
und an den Grenzen von S die ersten und zweiten Differentialquotienten von 
7 eontinuirlich und in unendlicher Entfernung gleich Null seien. Es kann % 
innerhalb S vollkommen beliebig gewählt werden, und ist dann für den Aussen- 


raum bis auf eine willkürliche Constante bestimmt. 
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Unter diesen Umständen ist nun auch die für positive Werthe von #& 
gezogene Folgerung nicht zulässig, dass die Gleichungen (I.) bis (V.) die Be- 
wegung der Elektricität eindeutig bestimmen, wenn die Werthe U, Y, W, 
für die Anfangszeit gegeben sind. Es kann sich nämlich zu der gegebenen 
Anfangsbewegung eine verschwindend kleine labile Bewegung gesellen, welche 
nach Verlauf einer gewissen Zeit endliche Werthe erhält. 

Wohl aber kann auch für negative Werthe von k gezeigt werden, dass. 
wenn in zwei verschiedenen Integralen der Gleichungen (l.) bis (V.) sich die 
Grössen U, V, W, y zu Anfang und zu Ende einer gewissen Zeit unendlich 
wenig von einander unterscheiden, die beiden Integrale auch während der ganzen 
Dauer dieser Zeit sich unendlich wenige von einander unterscheiden. 

Denn für ihre Differenz eilt Gleichung (59°.). und ist er fortdauernd 
negaliv. Wenn also für ihre Differenz der Werth von $ zu Anfang und zu 
Ende der betreffenden Zeitperiode verschwindend klein ist, so muss er während 
der ganzen Dauer dieser Periode verschwindend klein gewesen sein. 

Wenn also auf einen elektrischen Leiter während einer gewissen end- 
lichen Zeit inducirende Kräfte einwirken, und ein Integral der entsprechenden 
Bewegung gefunden wird, welches die Werthe von U, V, W, y für t=—x 


und 2=-+x, gleich Null ergiebt, so giebt es keine zweite Lösung, die den- 


selben Bedingungen genügle. 


S. 5. 


Radiale Strömungen der Elektricität in einer leitenden Kugel. 


Die Erörterungen des vorigen Paragraphen zeigen nur die Möglichkeit. 
dass unendlich fortschreitende Störungen des elektrischen Gleichgewichts ein- 
treten könnten, wenn % einen negativen Werth hat: aber sie lassen noch dem 
Zweifel Raum, ob solche Störungen auch wirklich zu Stande kommen können 
bei denjenigen Methoden elektrische Bewegungen hervorzurufen, welche uns 
bei Versuchen zu Gebote stehen. 

Um zu zeigen, dass dies der Fall sei, wird es genügen, ein möglichst 
einfaches Beispiel zu behandeln, und ich wähle dazu radiale Bewegungen der 
Elektricität in einer Kugel, die hervorgebracht werden durch Verengerung und 
Erweiterung einer äusseren concentrischen, mit Elektrieität geladenen Kugel- 
schaale. In dieser Form wird zwar das wirkliche Experiment nicht leicht 


ausgeführt werden. Aber es ist zu bemerken, dass ein unserem Falle ent- 


12 * 
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sprechendes, von den Richtungen der Radien unabhängiges Glied jedesmal vor- 
kommen wird, wenn man die durch Annäherung eines elektrisirten Körpers 
in der Kugel hervorgerufene Bewegung nach Kugelfunctionen entwickelt. Denkt 
man sich nämlich alle die elektrischen Bewegungen in der Kugel superponirt 
(und ungestörte Superposition verschiedener Bewegungen ist möglich), welche 
dadurch entstehen würden, dass der gleiche elektrisirte Körper von allen 
möglichen verschiedenen Richtungen aus zur Kugel in gleicher Weise bewegt 
wird, so wird die Summe aller dieser Bewegungen auf den von uns zu be- 
handelnden Fall führen, und es ist klar, dass die durch solche Superposition 
entstandene Gesammtbewegung kein mit der Zeit in das Unendliche wachsendes 
Glied enthalten kann, wenn nicht die ursprüngliche einzelne Bewegung ein solches 
enthält. Stellt sich also heraus, dass unser vorausgeselzter einfachster Fall eine 
labile Störung des elektrischen Gleichgewichts ergiebt, so folgt, dass diese auch 
stattfindet in jedem Falle, wo eine elektrische Masse in gleicher Weise der 
leitenden Kugel genähert und entfernt worden ist, wie wir dies von der von 
uns angenommenen concentrischen elektrischen Schicht vorausselzen. 
Wir setzen 
2 =000850, Y=9c0S, 3=0c0085y. 
Der Radius der leitenden Kugel sei WR; über eine grössere concentrische Kugel- 
fläche von dem veränderlichen Radius R sei die elektrische Masse M gleich- 
mässig ausgebreitet. Die elektrischen Strömungen sollen nur in Richtung des 
Radius geschehen; wir werden also setzen können 
» d d; d 
(6.) u — Gr 2 An = - — 
Da alles um den Mittelpunkt der Kugel symmetrisch ist, werden auch 
die Werthe der elektromotorischen Kräfte U, V, W von der Form sein: 
TER U- dll Ei dıT W— dl 
ae: de’ dy ° dz 
und g wird wie x und // nur eine Function von o und £ sein. 
Da die Herren W. Weber und Lorberg die Annahme gemacht haben, 


die Elektrieität könne auch träge Masse haben, so will ich diese Annahme 


w = 











in diesem Paragraphen ebenfalls reeipiren, und den linken Seiten der Bewegungs- 
eleichungen (3°.) noch entsprechende Glieder hinzusetzen; die träge Masse der 
elektrostatischen elektrischen Einheit werde mit « bezeichnet. Die Gleichungen 


(3°.) verschmelzen dann in eine Integralgleichung für das Innere der Kugel 


‚ebN\ dy u h) dlI 
(6°.) PT = — 9 —A u 
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und die Gleichungen (3.) und (3°.), die im ganzen Raume gelten. werden: 


er Ip 
(6°.) 4 = A1-M T Any, 
(6) AT = ht 

/ dt 


Die Gleichungen (6”.) und (6°.) treten hier an Stelle von je drei 
Gleichungen, die durch Differenliirung nach x, y und z aus ihnen entstehen. 
Es ist beim Uebergang von den letzteren zu ihren beiden Integraleleichungen 
nicht nöthig, eine willkürliche Funetion der Zeit hinzuzufügen, da eine solche 
schon in // und % steckt, deren Dilferentialquolienten nach x, y, 3 genommen 
wir allein brauchen. 

Die letzten beiden Gleichungen ergeben noch, wenn sie von einander 


subtrahirt werden: 
dy 


lt 4. IR 


(6°. 


Die Gleichung (6”.) ergiebt ferner, dass // durch den eanzen Raum 


. . . . . . ki I e . . 
gleich der Potentialfunetion der Dichligkeit . Ir sei. Dadurch ist // ebenfalls 


bis auf eine willkürliche Function der Zeit, die keinen Einfluss auf die Lösung 
unserer Aufgabe hat, vollständig bestimm!, wenn  gelunden ist. 

Zur Bestimmung von y im Innern der Kugel ergiebt sich zunächst aus 
der Gleichung (6°.). wenn wir an ihr die Operation 4 ausführen, und die 


Werthe von /T und x aus (6“.) und (6°.) substituiren: 


7.) (a do, x , '_ gr %% 
4) Aut th SS Ah 


Im äussern Raume dagegen ist der Werth von g nur abhängig von den Ge- 
sammtmengen der Elektricität Di auf der Kugel vom Radius RK, M auf der 


vom Radius AR. 





' MN, M dep M dR 
.. y a Fi wen WE , 
au Für R<o<R is = re und = u; 
* M+M ! 
für oe>R st = = zn 
Oo dt 


Was die Grenzbedingungen (IM.),. (IV.),. (V.) betrifft, so sind diese erfüllt. 


f} . . k do . .. 
wenn /T die Potentialfunction von 2 In und letztere Grösse überall con- 
7 ( ; 


tinuirlich ist. Also die einzige Grenzbedingung ist, dass die aus der Glei- 





chung (7.) gefundene Function g für o=N sei 
M M 
ob \ Er a = 

Be © TR 
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Ich bemerke hier gleich, dass für den Fall = 0, wenn wir mit e die 
Dichtigkeit der Elektricität bezeichnen, die Gleichung (7.) ergiebt: 
u Z- +% = +4Ane =, 
woraus folgt 
e = Be”"+Be", 
wo », und z, die beiden Wurzeln der Gleichung sind: 
un —zn+4An = O. 
Soll vor Einwirkung der äusseren Kräfte Ruhe bestehen, so muss B,=B,=0) 


2 3 ‘ rei 2: de . F , ' 
sein, folglich für alle Zeit e=— =0. Folglich tritt gar keine Bewegung 
> dt Du — 


ein, wenn k =. 

Die im vorigen Paragraphen aufgestellten Sätze über den Werth des 
Arbeitsäquivalents der elektrischen Bewegung und die continuirliche Abnahme 
dieses Werthes bei einer durch äussere Kräfte nicht influirten Bewegung ändern 
sich in unserem Falle nur in so weit, als zu dem elektrostatischen und elek- 
trodynamischen Arbeitsäquivalent noch die lebendige Kraft der bewegten Elek- 


tricilät hinzukommt, deren Grösse ist 


Da 
P.=7 5 (w + v "+ 0°) dS = 2 z /H) dS, 


die Integration über die ganze Kugel ausgedehnt. 
p ö ö ., dep kn m R e 
Wenn man die Gleichung (7.) mit nr. multiplicirt, über die ganze Aus- 
( 


dehnung der Kugel integrirt, und diese Integration Pe ausführt, beachtend, 





dass in diesem Falle an der Oberfläche der Kugel 2 0 ist. so können 


wir der Bezeichnung des vorigen Paragraphen entsprechend selzen: 


ufejasıg [Jar CHjas- u. 


und erhalten dann das Resultat: 


db ER dp N IS 
dd : : 460° dt.do 


Es entspricht diese Gleichung der Gleichung (9°.) des vorigen Paragraphen, 
mit der durch Einführung der Grösse « bedingten Modification, und es lassen 
sich dieselben Schlüsse betrefls der Stabilität des Gleichgewichts, der Eindeutig- 
keit der Lösungen, der Contlinuität zweier Bewegungen von verschiedenem 





analytischen Ausdruck daraus ableiten. 
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Ablauf elektrischer Radialströme in der Kugel ohne äussere Einwirkung. 

Um später die vollständigen Integrale der durch eine gegebene äussere 
Einwirkung hervorgerufenen Ströme finden zu können, müssen wir zuerst das 
vollständige Integral der Gleichung (7.) mit der Grenzbedingune (7’.) suchen 
für den Fall, dass 

dR 


5, ) —— A 
.. dt v 


Setzen wir innerhalb der Kugel 


: Run M B NT) 
($",) ( u; I Pen Wo. ; ‚e"a tl, si € ) j 


so ist Gleichung (7°.) erfüllt, wenn a eine ganze Zahl ist, und Gleichung | 
wenn 

ee na (u me 2 

Ss”, - a] +7, u ti = Ak.n 


Ar “! An 


oder u 


Die beiden hier für — gegebenen Woarthe sind auch die Werthe für die 


ea 
ARN\ 
M Fr +) E 


Ich bemerke dabei, dass ein complexer Werth für a die Bedingungen 
nicht erfüllen kann, da ein solcher einen complexen auch für » ergeben würde, 
und dann nicht für jeden Werth von # die Gleichung (7°.) zu erfüllen wäre. 

Da x und « positive Grössen bedeuten, so hat », Werthe, deren reeller 


(‚rösse 


Theil jedenfalls negativ ist, und einer zum Gleichgewichtszustand zurückkehren- 
den Bewegung entspricht, wenn % positiv ist. 

Ist % dagegen negativ, so wird » ebenfalls für sehr grosse Werthe von 
a negative reelle Theile haben. Wenn aber R gross genug ist, dass für 


niedrige Werthe von a 
en 








Pe . 


( PLAN An 
so wird von den beiden entsprechenden Werthen von », einer posiliv werden, 
und einer das Gleichgewicht zerstörenden Bewegung entsprechen. Wenn u —0 
ist. wird dies für jeden Werth von a der Fall sein. Hat « einen gewissen 
positiven Werth, so wird jedenfalls RW so gross gedacht werden können, dass 
es der vorstehenden Ungleichung Genüge leistet. Da übrigens die Constante 
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u so klein ist, dass ihr Einfluss durch keine bisher angestellten Versuche sich 
ice liess. so wird es sich dabei gar nicht um erhebliche Werthe von 
t handeln. Hätte « Werthe, welche neben der Grösse A’R° in Betracht 
er wenn X auch nur mit den Dimensionen gewöhnlich gebrauchter Draht- 
spiralen vergleichbar wäre, so müssten solche Spiralen, die zwei neben ein- 
ander laufende Fäden enthalten, einen merklichen Extracurrent auch dann geben, 
wenn beide Fäden in entgegengesetzter Richtung durchströmt werden. In 
diesem Falle würde es das durch die Grösse w# gemessene Beharrungsver- 
mögen der Elektriecität fast allein sein, was den Extracurrent in Gang erhielte. 
Jedenfalls ist aber der so entstehende Extracurrent verschwindend klein gegen 
denjenigen, welcher bei gleich gerichleter Durchströmung solcher Doppelspiralen 
entsteht, und dessen Grösse von dem mit A’ multiplieirten Potential der ganzen 
Spirale, auf sich selbst genommen, abhängt. 
Aus der Gleichung (8°.) können wir ein vollständiges Integral der 
Gleichungen (7.) und (7’.) ableiten in der Form: 








M - 
| . Mn Tu 3 ET fu» 
(9.) ee 
re R in tt SR e"a 1 ao ! . 
RM “- S ee er +D,. ]sin ( 5 )\ 


Darin sind », und n, die beiden Werthe, welche Gleichung (8°.) für den be- 
treffenden Werth von a ergiebt, B, und ®, aber sind willkürliche Coefficienten, 
welche so bestimmt werden können, dass p und = für £=0 willkürlich 
gegebene Funclionen von 0 im Innern der Kugel werden. 

Wenn und ni für die Zeit {=0 gegeben sind, so ist in unserem 


"alle, wo 
dU av V dAW dAW_W 








dy de’ ds dy’ de da’ 
der Anfangszusiand vollständig bestimmt, da dann die Potentiale &, und 
nach (4°.) und (4°.) vollständig bestimmt sind, ebenso wie das von der leben- 
digen Kraft der elektrischen Bewegung abhängige Glied #, des Potentials, 
welches noch hinzukommt, wenn « von Null verschieden ist. Es können also 


. Yun d r .. . . . . 
zwei Bewegungen, für welche g und “7 überall im Anfang gleich ist, sich, 
dt 
wenigstens wenn %k positiv ist, überhaupt nicht von einander unterscheiden. 
Ebenso wenig können sich bei negativem Werthe von k zwei Bewegungen 


von einander unterscheiden, bei denen zur Zeit {= 0 die Functionen p und 











| 
I 
| 
l 
E 
I 
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de - . hd r . . » 
er überall die gleichen Werthe haben, und die beide nach Ablauf unend- 
dt 


licher Zeit 
Consl., 


dy 0 $ 


dt 
machen. Zu dem Ende müssen in der Reihe (9.) nur die Glieder bewahrt 
bleiben, welche hinreichend grosse Werthe von a enthalten, dass », und 
nur negative reelle Theile enthalten. 
Die Fälle, wo z, oder n, positive reelle Theile enthalten, werden wir 


erst am Schlusse dieses Paragraphen besonders besprechen. 


Elektrische Radialströme bei bestimmter äusserer Erregungsweise. 


Es sei 4 irgend eine Constante, für welche wir nur, um die Behand- 
lung von Ausnahmefällen zu umgehen, festsetzen, dass sin (AR) nicht gleich 
Null sein soll. Es seien ferner », und v, die Werthe von » aus der Gleichung 


W DA 
ge) in +Hon- 
(9°.) = FL Hi = .k.n, 


und es werde gesetzt: 


M ce 
h ai “5 pe vi ı (I 
(9 ) R v—v, [ 1. Vo.E ] HC, 


so ist innerhalb der Kugel 


C NR. sin (40) 
/C e a ) wo 
9 .) a v— "ou 0.sin (AN) L die u. 


wo unter g, die in der Gleichung (9.) enthaltene Kader Reihe zu ver- 








+ # 09 


stehen ist. 

Dass p ein Integral der Gleichung (7.) mit Einhaltung der Grenzbedin- 
gung (7’.) ist, geht aus dem Bisherigen hervor. Die Coefficienten B, und 8, 
der Reihe 9, werden wir nun nach Fouriers Methode so bestimmen können, 
dass für die Zeit t=0 





| pe CH +6, 








‚04 \ 
(9 a dp 0 
\ dt 
wird. Zu dem Ende muss sein 
4 R.sin(Ao)J 1 rt I ao \) 
9%.) ef 0.) I une (Be+ Be) sin(- E 
= n.:B,+4wm-D,, 
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was nach bekannten Rechnungsmethoden ergiebt: 





, ' | 24 
A ee 
a TO Er. na’ — na”) ’ 
r ” > —]. > (ya 
N (97.) DB, = ! [B, +8,], 
n 
Fe een, b 2) 
Da a rd]. 


Da die Coefficienten B und DB für hohe Werthe von a abnehmen, wie a”, 


so convergirt die Reihe für g, und hat einen eindeutigen Werth für t= 0 

und alle positiven Werthe von f, wenn nicht eine von den Grössen »_ oder 

n_ positiv unendlich wird, was geschieht, wenn gleichzeitig «=0 und k ne- 
dep 


ui . ’ i ’ . do Z . , 
oaliv ist. Ebenso sind die Reihen für - und für 7, wenn  — 0. und die 
j ( 0 ce 


. Er d’g . . 
Reihe für gg, wenn ausserdem auch «= 0, convergent und eindeutig. 
UL.UO . 
Ip 


Unter diesen Umständen können wir den Grössen y und = die ihnen 
in den Gleichungen (9°) für die Zeit {= 0 und den ganzen Raum beigelegten 
Werthe auch für alle negativen Werthe von £ beilegen, ohne die Continuität 
der Bewegung zu stören. 

Das entscheidende Kennzeichen für die Möglichkeit, zwei Bewegungen 
von verschiedenem analylischem Ausdrucke in einem gegebenen Zeitpunkte an 
einander zu schliessen, ist, wie oben gezeigt wurde, dass die den gesammten 
Arbeitswerth ihrer Differenz messende Funetion & gleich Null sei. Das ist 
aber im vorliegenden Beispiele der Fall, da die in dem Werthe von $ vor- 


\ dep dep ’ d’op ” 
kommenden Werthe von —, ‚„ und eventualiter auch >. für t=0 
do ' di di.do 








einerseils durch convergente Reihen gegeben sind, deren Werthe andrerseils 
mit den Werthen der Gleichungen (9".) zusammenfallen. 

Dadurch ist also diejenige elektrische Bewegung in der Kugel gegeben, 
welche nach vorausgehendem Gleichgewichtszustande der Elektrieität erregt 
wird. wenn von der Zeit £=0 ab die äussere Kugelschicht eine solche Be- 
wegung ausführt, dass die elektrische Potentialfunetion in dem Raume zwischen 
den beiden Kugeln die durch Gleichung (9°.) gegebene Function der Zeit wird. 

So oft entweder « von Null verschieden ist, oder % positiv ist, wird 
es immer möglich sein, für 4 einen so hohen Werth zu nehmen, dass v, und 
v, reelle negative Grössen sind, und also die Bewegung der äusseren Kugel 


eine vorübergehende ist. Dies werde im Folgenden immer angenommen. 
Da man übrigens beliebig viele verschiedene Bewegungen derselben 
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o 
a 
7 
> % 

‘ 
der Kugel superponiren kann, so erhalten wir die Lösung einer allgemeineren N4_ 7 


Art, die zu verschiedener Zeit anfangen und verschiedene Intensität haben. W. 


(), 


ae) Zi ee 
Fa ee 


Form der letztbehandelten Aufgabe, wenn wir mit %& die elektrische Potential- 
[uneiion bezeichnen, die Bezeichnung %, dagegen für die in den Gleichungen 


(9.) bis (9’.) gegebene Function g der Zeit beibehalten und setzen: 


> Du - 


«T. Ey) 
(10.) 5 f Pan. Wide f Pan: W, .dr. 


! —% 
Darin ist unter », eine willkürliche Function von r verstanden, von der wir 


nur vorausselzen, dass das Integral /w..dr, zwischen welchen Grenzen man 


es auch nehme, immer endlich sei. Unter y,,_,, dagegen ist der constante Werth 


verstanden, den in den Gleichungen (9.) bis (9’.) das y, für negative Werthe 
von £ hat: 
vi al N Y 
Pu = C+ +6, 


IN 


Zu bemerken ist, dass für den Raum zwischen beiden Kugelllächen bei der 


in Gleichung (10.) angezeigten Integration immer nur die Werthe von p zu 


nehmen sind, die diesem Zwischenraume entsprechen, auch wenn Rt zeitweilig 

kleiner gewesen wäre, als das entsprechende ©. 
r . . « rg‘ . . . . M 

Der Werth von % ist eine Summe von Theilen, die theils wie ( EEE 

0 


in aller Zeit unverändert bleiben, und deshalb in der Gleichung (10. auch nur 


eine CGonstanle zum Werthe von % hinzufügen, theils aber auch veränderlich sind. 
Zunächst wollen wir berechnen, welcher Art von Bewegung der äusseren 
Kugellläche die in Gleichung (10.) dargestellte Bewegung der Elektrieität an- 


sehört. und dazu den Werth von % für den Raum zwischen X und AR be- 

M \ 
rechnen. Der veränderliche Theil von g ist hier das Glied ng C,, was wir. 
als Function der Zeit mit e, bezeichnen wollen. Es hat aber für negative 


Werthe von t—r die Grösse &,_, den constanten Werth CE und für positive 


(Q? \. 


Werthe von t—r ist entsprechend der Gleichung (9°.): 


ee) u ei t—y,.e"]. 


v 





Diese Grösse genügt, wie leicht zu sehen, der Differentialgleichung 





”op l 
(10°.) = V or v 1) ) r + V,v, p — 0. 


Bezeichnen wir nun den entsprechenden veränderlichen Theil von % mit E, 


indem wir selzen 
13 * 
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es 7 
(10°) E=(C/ w.dı+[ &_,.w,.dr. 
4 /. 


Der oben gemachten Annahme gemäss sind »,, und v, negative reelle Grössen, 


und w, immer endlich, folglich ist für = —x 
&_:-V, —— 0, 


ferner ist für !=17r 





i de,_ 
& ,=(C und z 0. 


Wenn wir mit Berücksichtigung davon die Differentialquotienten von E 


de _ fd. 
a A ea 


d’E 73% 

=. = ——:W_,.AT 

TE ae Vı.dr, 
— 00 


und indem wir diese Ausdrücke und (10°) entsprechend der Gleichung (10°.) 


bilden. so erhalten wir 





zusammenfügen, erhalten wir: 


u AE dE .f? 
(10".) pP - tn) tr. NE = v0. vw, .dr. 
1 





Wenn wir also E als Function der Zeit als gegeben ansehen, so können wir 
mittels der letzten Gleichung daraus den entsprechenden Werth von w her- 
leiten. Eine nochmalige Differentiation nach f giebt diesen Werth nämlich 
unmittelbar. Die Function E ist nur der Bedingung unterworfen, dass sie 


. dE d’E ) un u 
selbst, so wie — und —— zu jeder Zeit endlich sein müssen, weil sie sonst 


ar . 
nicht in Gestalt der oben gegebenen Integrale unzweideutig auszudrücken sind. 
Nun ist für die in Gleichung (10.) dargestellte Bewegung 

M g 


:. Te E. 





“ . - M . . » . A) . . . . “ 

Folglich ist auch 7; eine bis auf die Endlichkeit der ersten beiden Differential- 
ı 

quotienten willkürliche Bewegung der Zeit, und die Gleichung (10.) stellt die 

elektrische Bewegung in der leitenden Kugel für jede beliebige Bewegung 


der äusseren elektrischen Schicht mit continuirlich sieh ändernder Geschwin- 


digkeit dar. 
Ausgeschlossen sind jedoch, wie mehrfach hervorgehoben ist, die Fälle, 
wo «=0O und A negaliv ist, in denen die Reihe (9“.) nicht convergirt. 
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Ist % positiv, so ist die Lösung die einzige mögliche, wie aus den Be- 
trachtungen des vorigen Paragraphen und den im Anfange des jetzigen dazu 
gegebenen Zusätzen hervorgeht. Wird von einer gewissen Zeit ab E constant, 
und also v,—0, so bleiben nur Bewegungen übrig. die die Zeit mit Factoren 
von negaliven reellen Theilen in den Exponenten haben, und daher zum Gleich- 
gewichtszustand zurückkehren. 

Wenn dagegen %k negativ ist, und . einen positiven endlichen Werth 
hat, werden bei gewisser Grösse der leitenden Kugel eine Anzahl Exponenten 
n,. welche den unterhalb einer gewissen Grenze liegenden Werthen von a 
entsprechen, positiv sein, und schwellende Bewegungen darstellen, die nie zum 
Gleichgewicht zurückkehren. Das im Ausdruck für g Gleichung (9.) vor- 
kommende Glied 

B,e'.' 


giebt laut Gleichung (10.) im Werthe von % ein Glied 
” 
b, en’ f v0 Gr, 


, 
wenn £, und £, die Grenzen bezeichnen, zwischen denen ıw, von Null ver- 
schieden ist. Da w, innerhalb dieser Grenzen vollkommen willkürlich ist, 
wenn sein Integral nur endlich bleibt, so wird das Integral in dem letztge- 
nannten Ausdruck nicht nothwendig gleich Null sein, und diese Glieder, welche 
schwellende Bewegungen darstellen, werden im Werthe von % für Zeiten 
t>t, nicht zu fehlen brauchen. 

Es könnte nun fraglich erscheinen, ob der gefundene Werth von %. 
der solche Glieder mit ansteigender Bewegung enthält, deren Summe mit 8 
bezeichnet werde, das einzige Integral der Bewegungsgleichungen ist, welches 


u . M I a 
den vorgeschriebenen Werthen von g7 und einem anfänglichen Zustande elektri- 


schen Gleichgewichts entspricht, und ob nicht ein zweites davon verschiedenes 
Integral existire, welches keine Glieder von schwellender Bewegung enthielte. 
Um diesen Zweifel zu beseitigen, beachte man, dass 
5-5 


ebenfalls ein Integral derselben Bewegungsgleichungen ist, welches denselben 


Werthen von 5 entspricht, wie %, welches für = —x wie für 1=+%x 
sich einem endlichen constanten Werthe nähert. Dieses letztere Integral hat 
aber einen anderen Anfangszustand. Nämlich vor der Einwirkung der Aen- 
derungen von R besteht schon die durch die Summe $ dargestellte schwellende 
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Bewegung. Sie wird durch die äussere Einwirkung vernichtet, und geht in 
eine abschwellende über, die den Gleichgewichtszustand erreicht. Im vorigen 
Paragraphen ist aber gezeigt worden, dass nur eine einzige solche Bewegung 
exisliren kann, die unter Einwirkung gegebener äusserer Kräfte von einem 
gegebenen Zustand unendlich kleiner Bewegung zu einem Endzustand unendlich 
kleiner Bewegung führt. Also ist das Integral %— S das einzige dieser Art, 
und es giebt kein anderes, welches bei den gegebenen Kräften aus anfänglichem 
in endliches Gleichgewicht führt. 

Untersuchung des Falls, wo k negativ und «=0. In diesem Falle 
giebt es keinen Werth von a oder A, für welchen nicht einer der beiden 
Werthe von », oder v reell positiv würde. Um daher eine dauernd endlich 
bleibende Bewegung zu erhalten, muss man die anfängliche Bewegung durch 
die schwellenden, die endliche durch die abschwellenden Glieder zusammen- 
selzen. 

Wir wollen mit », und mit », die positiven Werthe, mit n, und v, die 
negaliven der Exponenten bezeichnen. Die Gleichungen ($°.) und (9'.) wer- 


den dabei: 





: b 24° 4 ' 
A’kn, + 4 ii . n.+1i = 0, 
al) | . Yars | | 
LI I y4 u 
[Akt gr Hl, =,®, 


Man setze 
1) für negative Werthe von t 











i M ‘ 
(11°.) C.v.e"+Ü.v,, 
und für W<o<R 
M Mm 
‚a4b \ a  .. 
(11 ) . ln R 0 9 
für oe<N 
.sin (A0) | an er . / nuo \) 
e\ Fr C- en v,t \ .. A #9 Be j zn 5 ( . 
(11°) 9 a et +C.v,- xt? ‚PB: e'.sin| —; )6; 
2) für positive Werthe von { 
u; M . u " 
(11°) A mtl, 
und für R<o<NR 
RW, M 
f b\ Di ee 
(11 ., . o u 


dagegen für o<R 
Rn. x x 
It.sın (Ag) ü er! a 


1 
% e\ PER u. I nn ET ——— — 








ce 
1 


h 


De 
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Die Continuität der Bewegung zur Zeit £=0 ist hergestellt, wenn die 





R dp . ua 
Werthe von yp und übereinstimmen, also: 
2: 0 
= eu )fi-e2 1, I zB,+ 8.00) 
Alf.) \ UT mad TraTrD Ta 
' und 
| „,B, +1,98 = 0. 


Es sind dies Gleichungen von der Form wie (9°) und finden ebenso ihre 
Lösung. 

So ist zunächst eine immer endlich bleibende Lösung für die eine in 
den Gleichungen (11°.) und (11%) vorgeschriebene Bewegung der äusseren 
elektrischen Schicht gewonnen. Aus dieser kann man wieder andere Lösungen 
für andere äussere Kräfte durch Superposilion zusammenselzen. 

Es ist ebenso, wie in dem allgemeineren Falle, wo «€ nicht gleich Null 
war. der Beweis zu führen, dass durch solche Superposiltion jede beliebige 
Art der Bewegung der äusseren Kugel, bei der die Geschwindigkeit sich nur 
nicht sprungweise ändert, darzustellen ist. 

Die durch eine solche Lösung dargestellte Bewegung ist eine, die immer 
endlich bleibt, und zur Zeit 2=—x wie zur Zeit =+» unendlich wenig 
vom Gleichgewichtszustande verschieden ist. 


I ) 
Pr keine zweite derselben 
1 


Art geben kann, so folgt, dass im Allgemeinen, wenn vor Beginn der Be- 


Da es für dieselben gegebenen Werthe von 


wegung der Masse M Ruhe geherrscht hat, eine dauernd fortschreitende Störung 
des Gleichgewichts in der Kugel erregt werden muss. 

Ausnahmen hiervon können bei diesen und den vorigen Fällen. wo 
k<0< u, nur bei bestimmten Bewegungsweisen eintrelen, wenn nämlich 
für jedes positive n, 


(11£.) fw..er'dı = 


dies Integral zwischen den Grenzen genommen, zwischen welchen , von 
Null unterschieden ist. 

Für eine endliche Anzahl von Werthen von a lässt sich diese Gleichung 
offenbar erfüllen, wenn man über entsprechend viele Constanten in dem Aus- 
druck für w verfügen kann. 

Da aber w, ganz willkürlich zwischen beliebigen Grenzen bestimmt 


werden kann, und nur der Bedingung unterworfen ist, dass 


fr. .dr, 
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zwischen beliebigen Grenzen genommen, immer endlich bleibt, so werden die 
Gleichungen (11*.) im Allgemeinen nicht erfüllt sein. 


8.6. 


Ueber den Einfluss der Constante k bei ausführbaren Versuchen. 


Die Grössen U, V, W in den Bewegungsgleichungen (3°.) hängen nach 
ihrer in (1°) gegebenen Definition von der Constante k ab. Um die Theile 
derselben, die davon abhängen, zu trennen von denjenigen, die von k unab- 


hängig sind, führen wir die Bezeichnung ein 














: k IE 
Bere, 

' 2 dx 

’A6 N ; k dW 
(12.) D =, C++ > mw’ 

k dp 

IL en WV u = 
u W+ 2 de? 


\ 


wo unter 7 die in der Gleichung (2‘.) definirte Function zu verstehen ist, 


und nach (2%.) 


‚gi vw _ 94. 
(2“.) #7 = 47T 


Y selbst, wie seine ersten und zweiten Differentialeoefficienten, nach den 
Coordinaten genommen, sind an den mit Elektrieität belegten Flächen conlinuirlich. 

Wir setzen ferner in diesem Paragraphen voraus, dass die Abhängig- 
keit der behandelten Functionen von der Zeit nur dadurch gegeben sei, dass sie 
alle den Factor e” enthalten. Wenn n» complex oder imaginär ist, sind 
schliesslich in der Lösung nur die reellen Theile der betreffenden Functionen 
zu nehmen. Das System der Gleichungen (I.) bis (V.) wird unter diesen 
Umständen: 

Im Innern der Leiter: 








i ‚z.n\ dp ‚ kn dB 
7, u — A ‚n.U = (1432): 2 — ) * 2 s 
(49° \ FAR _AEHR - NN. P_ , in dW 
(12%) (2-48 -Arn.B = (1- ET 
“ m 2. ._ fir, ® ‚dp __ gr dP 
- IA2S—A,.n.DS = (1 2) Te A wu 


Ferner im äusseren Raume: 





die 


ch 
ile 








Helmholtz, über die Bewegungsgleichungen der Elektricität. 105 


dy 
A u a re u N 7 . - 
| U, —n = In.u,. 

‘ \ x I 
(12°.) IB, -n- u = —An.o, 
dy 

E le 


Im ganzen Raume: 


uU, dB, dB 
Wr nr 
Gr ( (3 j 
| du, , dd ,„ dB, 0 
de | dy = _ 7 


An den mit Elektriecität belegten Flächen: 
(12°.) U-1,=-B-V, = BR, _— pP —9ı == 0, 
au AU, _ dB dA IB AR 


dN dlN dN dN " dN dN 





(12°. 


In unendlicher Entfernung 
V-B-N=-9y=-F=0. 

In diesem ganzen Systeme von Gleichungen kommt % nur noch als 
Factor der Function 7 in den Gleichungen (12°.) vor. Wir werden also zu 
untersuchen haben, wann diese % enthaltenden Glieder merklichen Einfluss auf 
die Lösung der Aufgabe erhalten können, wann nicht. 

Mit Berücksichtigung der Gleichungen (2”.) und (12°) folgt aus 
denen (12°.) 


nz ) 9 
(127) 0 = Z+1)4p- A’ kng, 


und ein parlikuläres Integral dieser Gleichung ist 
B dern 


12.) 9 = 
\ / f 0 ’ 
wo 0 =x°’+y’+3° ist, und 
a Arc A’ kn’ 
iR) PF= ——. 
e zn 4 Arc 


Bei wechselnden Werthen von < erreicht der Modulus von 7 seinen höchsten 


Werth, wenn z=0. Dann wird 
!= nAyk 





I u we. 2 
E73 die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
Ayfi ’ 


der durch die Gleichung (12°.) dargestellten Wellen. Wenn z nicht gleich 


und also bei imaginärem » die Grösse 


Null ist, ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit kleiner und die Fortpflanzung 
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mit Absorption der Wellen verbunden. Uebrigens ist 2» gegen Ar ver- 
schwindend klein im Kupfer, selbst, wenn die Schwingungsperiode ein Million- 
theil einer Secunde ist. 

Wenn wir nun die letzten beiden Glieder in jeder der Gleichungen 


12°.) der Grösse nach vergleichen, so ist 
ai. d. . 2—& - 
12". —_ - [E: — .ds.dn .dCl, 
dx . r 
An dw .d, ı u 
1?‘ | ‚2a ı JE- TER .r.dE.dn.de. 
It —+ın dx % r ' 


So oft nun A7’r’ für diejenigen Werthe von r, welche zwischen den 


k 


Punkten r. y. x des Körpers und den Orten S, n, © der beweglichen elektri- 


schen Massen vorkommen, verschwindend klein ist, wird im Alleemeinen auch 
der mit %# multiplieirte Ausdruck verschwindend klein gegen die Differential- 


quotienten von gy sein, zu denen er summirt ist. 
Es ist aber „— die Wellenlänge der Oseillationen, deren Schwingungs- 


dauer —— ist. und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Oscillationen ist 


gleich der des Lichts, dividirt durch yA. Wenn also % wie in Herrn F. E. Neu- 
manns Annahme gleich Eins ist, oder wenigstens nicht unverhältnissmässig viel 
grösser als Eins. so werden im Allgemeinen bei Versuchen an irdischen Leitern 
die Bewegungen der Elektrieität nicht merklich anders ausfallen, als wenn k—0 
ıräre, wenn nicht eben Dimensionen der Leiter benutzt und so kleine Zeit- 
theile beobachtet werden können, dass sich die von der Lichtgeschwindigkeit 
herrührenden Unterschiede innerhalb dieser Dimensionen und Zeittheile geltend 
machen. 

Diese Folgerung ist darauf gegründet, dass die in (12”.) und (12‘.) 
auseedrückten Grössen Summen sind von denselben Summanden, aber so, dass 
in der zweiten Summe jeder Summand mit einem verschwindend kleinen Factor 
multiplieirt ist, der bei imaginärem » einen immer negaliven reellen und einen 


p! 
der Regel nach dagegen verschwindenden imaginären Theil hat. Diese Fol- 


serung würde nicht ohne Weiteres zulässig sein, wenn die relativ kleine 
Differenz einer sehr grossen positiven und einer nahehin ebenso grossen ne- 
oativen Quantität wäre. und dabei der mittlere Werth von r’ für die eine dieser 
OQuantitäten einen endlichen Unterschied von dem der andern angehörigen Mittel- 
werihe hälte. Nun kann allerdings g in der angegebenen Weise zusammen- 


oesetzi sein. aber dabei nur dann überall endlich bleiben. wenn zwei unendlich 
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grosse elektrische Quanta in unendlich kleiner Entfernung von einander als 
elektrische Doppelschicht von endlichem Momente gelagert sind. wie in den 
heiden Platten eines Condensators oder in den beiden Belesunsen einer Lev- 
dener Flasche. In diesen Fällen ist aber offenbar die zweite Bedineune ni 
erfüllt. nämlich die. dass der mittlere Werth von r’ für die positive und ni 
alive elektrische Masse endlich verschieden sei 


In der Vorausselzung also. dass die Constante 5 keine sehr erosse 


Zahl ist. wird man die analylische Behandlung der Aufgaben über Elektrieitäts- 
heweeune vereinfachen dürfen. indem man 4 0) selzt. odeı pllanzung 
der Loneitudinalwellen unendlich eross annimmt. so oft ı Dimensionen di: 
sebrauchten Leiter verschwindend klein sind gegen die M e 
oder complexen) Wellenlängen der zur Wahrnehmung kommend: 
Oscillationen (deren Periode auch complex sein kann 
Die Vereinfachung der analvtischen Operationen, wel 
wir = 0 seizen, gründet sich darauf, dass die Gleichungen Il nd Il 
nieht mehr nach # inteprirt zu werden brauchen. Die Gleichune ‘12 eT- 
ojebt alsdann für das Innere der Leiter entweder 
hr 

„ r- 
oder 

Iy 0. 
Die letztere Alternative ergiebt. dass gar keine freie Elektrieität im Inne: 
der Leiter vorkommt. Die erstere giebt 

ne FRE TE 
unabhängig von aller Einwirkung äusserer Kräfte. Bei denjenigen itrıs 
Bewegungen also. die im Innern eines Leiters nach vorausgegAng itri- 
schen Gleichgewicht durch äussere Kräfte hervorgerufen werden können, w 
freie Elektricität. bei der Annahme =. nur immer an der O 
Leiter oder an den Grenzflächen verschiedener Leiter ı 

$. 7 
Bewegung in eıı 
Die einzige praktisch angewendete Form eines Leiters ı 

grossen Dimensionen, an der mian hoffen könnte, Unterschiede, die der Licht- 
geschwindigkeit entsprechen. zu entdecken, wäre die eines sehr langen Drahtes 
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lch will deshalb die Theorie der elektrischen Rewernne in einem kolehen hie 


\ 


noch ausführen, basirt anf die Gleichungen (12°) bis (127.\, indem, wie dort, 
die Ahhänpiokeil von 7 auf einen Factor 0” beschränkt bleibe, und zunleich 
die beschwindiokeilten »,,*,, m, im äusseren Ranme »leich Null gesetzt werden 
IN rn, m ( 


} 


Die Axe des Drahles sei auch die Axe der », der Draht evlindrisch mit kreis 
förmigem Querschnitt vom Radius AR. Die Bewepune »eschehe theile in Rieh 
Iheils in den daranf senkrechten Richinngen der 


1.3 \ ' > 
\ ‚I \ } U & 


r . h ’ y 
Wi hINNEN UNIEerT diesen Umständen seizen 


! 
a } day 
\* ’ 
| a) \ ! £ 4 !.4 
PR \ 
7 Do «dı 
I) A 
| ı) 
! % f (iz 


\us den Gleichungen (12 j fliessen die drei Gleichungen 


\ Iz> DER t . \ AR AN ) 
(, 
in ' on U dr dy \ 
\ 
\ ZU ı ! 1 ABIK Al ) 


y | (Aauı as I \ \ A dS 0 
din (dd de ) dı de N 
Die ersie von diesen ist durch die Annahmen in (13°.) erfüllt. Die beiden 
andern ergeben, dass die Diflerentialquotienten nach 4 und 3 genommen von 
folgendem Ausdrucke gleich Null sind 


! ‚ \d’y ) 


Any I, fu; 


in ) 
ind eleichzeitie sieht /12 
Er dy, dy\ 
Br r 7 n N ( 
IT ar dz 
u un Ey 1 dy 
Fe I a u - / z— "2 . 
’ di! (IS (oO 0 (do 
" . a 


Da eine Function von o allein zu z hinzugesetzt werden kann, ohne die Werthe 


von U und XS, zu ändern, so können wir die willkürliche Function %,,, hier 
weglassen, ohne die, Allgemeinheit der Integration zu beschränken, und haben 


u ee rt 


dx 
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Wir erhalten dann für die Funelion 72 aus 15" folgende Differentinleleichun: 
’ » ; 
17 / 1 y j zZ 1, () 
lyr 
Mies durt stehende willkürliche Funelion fa kann hier wiederum 


dureh eine ın 7 einbeerillene lF unelion von :r erarlzl vedacht werden ‘sn edıs 


Hinzufüenng einer solchen zu 7 die Werthe von Il, # oder PD nicht verände: 

Kelzt man nın diese Werthe in die (‚leichungen /12' eın. zo Iınde! 
man. dass die drei Dilfferenlialguotienten, nach r, y und z genommen. deı 
Ioluenden Gleichung gleich Null sind 

1 1:46, )-A’'ın "7 4:6 Yops A En ('anel 

lrı dr dr Iyr / ß, 

Folelich muss diese Gleichung (15, erfüllt sein. und sie zusammen mit der 
(‚leichung (15°. ) ersetzt die Gleichungen 17 Führt man die Operation 4 


an (I) aus, so erhält man die Differentisleleichunge für y 


. vn 
E (1- )Ag-A.hkn.p = 0 
Ir 
Man kann auch im äusseren Raume die Funetionen 11,,. #,,. MP, auf die Form 
hringeen 
d pi dl pi | dy 
IT, ly, / 
ıdı do ( do 
15’ NM I y 
| dr Ay 
Te Uy 
n dı = 
welche die Gleichung (12°, erfüllen 
Die Gleichungen (12”.) und 13.) werden durch sie erfüllt, wer 
man setzt: 
/ dy 
} ‚ ) ij; 
E64 AI de J 71 f; 2 J Pr 
und 
/ dy 
ng ad — n.Jı () 
13°. 7) N 
an . dy i 
Daraus folgt, dass im äussern Raume sich —- und } #, nur um eine Poienial- 
- zZ > 


funetion unterscheiden können. da die Gleichung 13 Sje 


lässt : 


13) Li 0 
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Wie wir oben schon angenommen haben. dass die Abhängigkeit der 
hier zu untersuchenden Functlionen von Z darauf beschränkt sei. dass sie den 
Factor e" enthalten, so fügen wir nun die weitere Beschränkung hinzu, dass 
ihre Abhängigkeit von x dadurch gegeben sei. dass sie den Factor e”' enl- 
halten, worin m einen imaginären Werth haben soll. Imaginär muss m sein, 
weil nur unter dieser Bedingung die in den Gleichungen (1”.) oder (1’.) ge- 
gcbenen elektromotorischen Kräfte endlich sind. 

Unter dieser Annahme werden die Bedingungsgleichungen unseres 


Problems folgende: 


14.' E .A4y— A .n.Iy 0. 
I u 
14°.) 44%: Ay: 0. 
’» 12 1x A'.n.my (1+-- )y- 14:.k.n.%, 
14“. am. 1n,.= 4P, = Rn: 


Dazu kommen noch die Grenzbedingungen für die Oberfläche des Cylinders. 


12°.) und (12°). welche sich redueiren auf folgende: 


(14°. m'y—dy = mM’n-—dIp: 
d; l; 
14°. —B- u al, 
do do 
(EN = fd N 
ur u‘ do/ 4 do /° 
14°.) pp = GG; 
(14*. re u Pu 
dp d DB 
PR ee 


Endlich für o= x müssen alle diese Functionen gleich Null werden. 
Bezeichnen wir mit J,,,, diejenige Besselsche Funclion, welche für o=0 

endlich bleibt und die Differentialgleichung erfüllt 

is Es 5 


13. ar ad | —.ı— |, Mu ie ii 
Bo ET 


Ale"‘.I,,] = (m’—p').e”.J 


(po) (vo) ® 


und es wird also die Gleichung (13*.) integrirt durch die Annahme 


15°. EEE u 


(p2)® 











Helmholtz, über die Beiwegungsgleichungen der Elektriritat. 111 


wenn 


4 zn ’ > 
Er (4 — Im —p, A.k.n'. 


Bezeichnen wir dagegen mit 3,,,, dasjenige Integral der Gleichung 15 
welches für o = x gleich Null wird, so ist im äusseren Raume mit Berück- 
sichtigung von (14°.) und 14°.) zu setzen: 

15°.) 9, tr. ,g9 

mr 

Die aus y zu bildende Function % ist dadurch bestimmt, dass im ganzen Raume 

1 5”, IP ang und IP eng, . 
sowie durch die Bedingungen für die Oberfläche 14 und ‘14... Danach 
wird im Innern des Cylinders 7 die Form haben: 


2 


er . \ n je ) 
| ı) . p - f n 4 ’ dr. TI” & J | «ff 
a m —pD , 
und im äusseren Raume 
4 ’ \ no J r\ a u j 2 
15’. r | U < A LE. +e 
. ne 


Aus der Differentialgleichung (15.) folgt leicht, wenn wir sie nach p differentiiren. 


p dann mit m vertauschen. und zur Abkürzunz setzen 


vr 
\ FREE nr “ 


d’ 0 1 ; | d 3 i) ri rn 
do’ 7 7 TM I — Vo — 2m.) 
do m . Ö do Mn . m n 


PER a 


. = A Di . . « ng” * ” > ni y . . 5 
und somit (15°.) erfüllt sei. Die Coeflicienten € und 5 bestimmen sich durch 


- 


dass 


2 


‘ 


die Gleichungen (14°.) und 1#.;. welche ergeben: 








r— ’) y a‘ 
“N nR a) I ar = Fan a 
\ 4 2 De J a Tee” J oR "= a i—RV .J mn ’y az — 0, 
4 52 " u p mi NstmR 
ö | an Ar — m 
zer A nn — nR.J; Are.) u ı BE TE: — U 
L 28” l ö 


Wir haben nun noch die Function 7 zu bilden. Zunächs! muss 
Function /y die Differentialgleichung 14.) erfüllen und dabei für o=0 


endlich bleiben. Daraus folgt unter den vorausgeschickten Annahm 


16. JIy = Be“ m. 











112 Helmholtz, über die Bewegungsgleichungen der Elektricität. 


und 


Apa BE 2.0 2 2 
(16°.) 4, (m —q) = A#.n 
Daraus folgt dann weiter, dass x von der Form sein muss: 


(16°.) RT [+ D. Io nz ©. I me | er u‘ 


m q 


wo ®B und © zwei constante Coelfficienlen sind. Der letztere bestimmt sich 
aus der Gleichung (14°.), die sich bei Einsetzung der Werthe (16°.), (15°.) 


und (15°.) reducirt auf 
Bi 


16) © = —— .E. 
\ ’ 2m 
Im äusseren Raume muss die Function 4%, nach (14°) von der Form sein 
{ \ 
| 5.3 
16°.) = — Ar9.e"t”.g.. 
\ IA Nie: Sana) 


Die Coefficienten B, %, 9 bestimmen sich durch die Grenzbedingungen (14'.), 
14°.) und 14°.), nämlich 


u < 2 \ 
FAN 3. Jun tm .G.Jam 


m’ —q" 





np 


u mn (m? — p°) . L.. ’ Jon) +3” €. Jump + m D, SmR) > 


1 rn 
2° D . JR) +6 . JB) 


Be 








(16%.) 


N 


ur 1 
== > D) " D) . J > | ’ 5,J +f 
m (m ee pP’) @R) I 2m "(m mR) +». ei R)» 








! n mR 
0 A ne % R), 
D. (4R) m "GR mr) 


Die zwei Gleichungen (15°.), die eine (16°.) und die drei (16°.) bilden 
ein System von sechs homogenen linearen Gleichungen mit den sechs Un- 
bekannten 

41,926, 9. 
Folglich muss die Determinante init gleich Null sein. Dies giebt schliess- 
lich eine Gleichung, welche zur Bestimmung von » dient. Zur Abkürzung 
setzen wir 


! 


/AL£ J, ‚R) J gR v KmR 
(16.) P= 0) = _@9 und M= it Pi, 
Jom ’ JuR) YımR) 
Dann ist die Eliminationsgleichung folgende: 


> 


g A M Se m r 
16 . Be 3 7) IM 0] k m’—p: IM — 


Mm — 7 








’+m') = 0. 
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Die unbekannte Grösse » ist hier in den g, p. Q und P enthalten. Es ist 


‘ 


E 


“TE ö r en ’ ! 
nun gleich der Wellenlänge der betrachteten elektrischen Wellen nach 
der Länge des Drahtes gemessen: wir nehmen an, dass diese sehr gro ss gegen 
die Dicke des Drahtes sei. und betrachten deshalb mA als eine Grösse, die 


gegen die Einheit verschwindet. 


5) 
. a = T7T ah 1. , 2: . . 
Ferner ist ——— nach (15’.) die Wellenlänge der longitudinalen 
ym—p 
elektrischen Wellen in einem ausgedehnten leitenden Medium, deren Sch win- 
In » e v 
gungsdauer —— ist; wir können deshalb auch m —p)K und yR wie mR 
’ D— ı d 


als verschwindend klein gegen die Einheit betrachten. Dagegen ist 


2 > Arın. f‘ 
N Pr - 4 = - 
und für Kupfer wird dies 
N > Seenn len 
hit lies dam. 37000 Kr  E TE 


« Iy + typ 
(Juadratmiıllimeteı 





Wenn also /? nicht unverhältnissmässig viel grösser als ein Millimeter ist. und 
» nicht viele Tausende beträgt, so wird auch m —g ,R' und g#t als eine 
gegen die Einheit kleine Grösse betrachtet werden können. 


Da nun 


pP ‚R p'.R ö 
Yan = I Ga tz el“ 


ist, so kann für sehr kleine Werthe von pR und gR gesetzt werden 


P= —IpR, 
®ı - R 
Dur eg 


Wenn wir diese Werthe in (16*.) einseizen. erhalten wir die für kleine Werthe 
von pR und gR zunächst noch ohne Einschränkung der Werthe von mit 


gültige Gleichung: 











"R zn 2 m RN : "RR 
0 = "4 + la) 2m] 
(16”.) ( 2 ‚T 2 7 2 | 
. R m a } 
+4 [042 74 era], 
Es ist nun nach Aürchhoff*) zu setzen 
\ imR m’R' m'R* m’R’(l- Er 
J (mR) — Jan| P. -log(7 ; -)]+} ki A 2 >23 l 1% 2244 \ l+ > ei > 2.4. 4 fT r . eic., ’ 


*) Dieses Journal Bd. XNLVIII, Heft 4 


Journal für Mathematik Bd. LXXI, Heft 2, 15 
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worin 
m — 0,5772 157. 
Daraus geht hervor, dass wenn mi? sehr klein ist, auch ARM sehr klein ist, 
M 


dagegen — sehr gross. Mit Berücksichtigung hiervon können wir die Glei- 
chung \16".) auf folgenden einfacheren Ausdruck bringen 


M+ An {1 Ak.RM. 


un 
2nR 


Wenn 4 nicht so gross ist, dass RM endlich wird, verschwindet das letzte 


ER.) N — m — 


Glied mit % ganz aus dieser Gleichung. Der Rest der Gleichung stimmt 
überein mit der Gleichung, welche Herr Kirchhoff aus dem Weberschen 
Gesetze abgeleitet halte, wenigstens in Bezug auf die Glieder, welche allein 
Einfluss haben, wenn Z? unendlich klein wird. Nur in den Gliedern, welche 
zunächst zu berücksichtigen sind, wenn logR nicht mehr als unendlich gross 
betrachtet werden kann, zeigt sich ein Unterschied, indem statt unserer Function 


= —— Fr | 
! f r 
R N — log(5-) 4 D 23 log R | 





in Kirchhoffs Gleichung steht: 
.. 
R}logl—logR} 


oO 


wo / die Länge des Drahtes bezeichnet, und log/ statt der in meiner Formel 


vorkommenden Grösse steht: 


BEN. 2 ’ 
-log(-)+ 9, = log (m)+ #,+log (2). 





Im letzteren Ausdrucke bezeichnet 4 die Wellenlänge der betreffenden Os- 
cillationen. 

Zu bemerken ist noch, dass durch die Annahme, kMR sei eine sehr 
kleine Grösse. das Vorkommen labiler Gleichgewichtsstörungen für negative 
Werthe von k von vorn herein ausgeschlossen worden ist. 


8.8. 


Einfluss dielektrischer und magnetischer Polarisation der Media. 


Nachdem wir uns bisher mit der Frage beschäftigt haben, welchen 
Einfluss die aus den bisherigen Versuchen nicht bestimmbare Constante %k bei 
den elektrischen Bewegungen haben könne, bleibt es noch übrig, den Einfluss 
zu erörtern. den die zwischen den durchströmten Leitern liegenden und sie 
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umgebenden Isolatoren haben können. Wenn in ihnen Veränderungen vorgehen. 
so können diese auf die Ausbreilung der indueirenden Wirkunsen Einfluss 
haben. Dass die meisten, vielleicht alle Naturkörper magnetisch (beziehlich 
diamagnelisch) polarisirbar sind. ist bekannt: für eine Reihe von Isolatoren ist 
auch nachgewiesen. dass in ihnen eine ähnliche Scheidung der Elektrieitäten. 
dielektrische Polarisation, stattfinden kann unter Einfluss elektrischer Kräfte, 
wie in magnetischen Körpern Scheidung der Magnetismen unter Einwirkung 
magnelischer Kräfte. 

Es ist bekannt. dass man. wenisstens bei mässieeren Graden der 
Maenelisirung. das magnetische Moment. welches an irgend einer Stelle indueir! 
ist. der Stärke der an der betreffenden Stelle wirkenden maenetisirenden Kraft. 


A \ ff 


| Art des Stoffes abhänsenden Constanten. 


diese multiplieirt mit einer von der 
oleich setzen kann. Die magnetisirende Kraft ist dabei diejenige. welche durch 
die äusseren Einflüsse in Verbindung mit dem in dem magnetisirten Körper selbst 
und an seiner Oberfläche entwickelten freien Magnetismus hervorgebracht wird. 
(renau dieselben Gesetze wenden wir auf die Dielektrica an. wobei wir zu- 
nächst von den Vorgängen. die den elektrischen Rückstand der Levdener 
Flaschen hervorbringen. und die von der Anwesenheit schwach leitender Theile 
herzurühren scheinen, absehen. 

Es seien x. vd. 3 die Componenten der durch Vertheilung erzeugten 
elektrischen Momente parallel den Axen der x, y, z genommen. A, }. Z die 
Componenten der gegebenen äusseren hrälte. g die Potentialfunction der durch 


deren Wirkung vertheilten Elektricität. so selzen wir dem entsprechend 


/ ] \ 
If 
r = elÄ—- ' 
\ ’ da / 
17 D = & Y— SE 
\ /!) 


r] 


Die Dichtigkeit freier Elektrieität im Innern eines der \Vertlieilung unterworienen 





hörpers, in zweierlei Weise ausgedrückt. ist gleich 
— \ dı dv d; 1 
CR, _ _ ER Pen: AEG ED 
’ ' d.r dı dz An | 


An einer Oberfläche. wo r. v. 3 und einen Sprung machen, ist mit Beibe 
f I - 


haltung der bisher für die Oberflächen (2 gebrauchten Bezeichnungen 
bh \ einen. (un. nah il. 0 ame - | A 6 
(17 . ‚I T,)c0oS@a— dd D,,cos R Jı, COS r- L \ \ | 
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In Verbindung mil den Festsetzungen, welche den Werth von g im 
Unendlichen bestimmen, und das Vorhandensein äusserer elektrischer Massen 
betreffen. genügen diese Gleichungen zur Bestimmung von 9, x, d und 3. 

Sind die Kräfte A, Y und Z von der Form 


dıy 

X —. 
dr 
dım 

} —. 
dy 
dı 

Y - 
dz 


also gleich den Anziehungskräflen einer mit der Dichtigkeit 
; I 
T. I 


in 
verbreiteten elektrischen Masse, so ergeben die Gleichungen (17.) und (17°.) 


nach Elimination von x. vd. 3: 


Aı\ iM: Ei: rc d { ) Aı\ d ) 
re a WER wir 114, ac 
17) lar ! m) irrt at Han Fre GE iu re) or) 
N 7 
An E. 


und an den Grenzflächen, wo zwei Körper von verschiedenen Werthen von 


zusammenstossen, wenn E an der Fläche keine unendliche Dichtigkeit hat: 


u R . d i d 
1Ane o+w\ = (1+4Ans) — (po, w) 
K 1+4n: w(yty)= 1-+4ns, ay (Nr Yy). 
Ist & constant in dem Theile S des Raumes, wo E von Null verschieden ist, 
so, ısi 
1 1 
—— | j UV ( — E. 
47 1 / 14 4ne 


Das heisst. die gesammte Potentialfunetion (W-+g) wird in dem Raume, in 
welchem E liegt. sich so verhalten. als wenn in einem nicht dielektrischen 
E 


Raume nur ——— läge. Durch die erfolgte Vertheilung wird die Quantität 
1 4ne "8 > > 


— 4nE 


Ta; E ort hingeschoben. die einen entsprechenden Theil von E neutralisirt. 
Für die Verschiebungen von E im Raume S, so weit & constant ist, 

dei diese neutralisirende Elektrieität kein Hinderniss, weil diese überall 
mitfolgen kann. Die Anziehungskräfte also, welche von anderweitig vorhan- 
denen elektrischen Massen auf E ausgeübt werden, müssen ebenso gross sein, 


wenn die E zum Theil neutralisirende Elektricität gar nicht vorhanden wäre. 











Helmholtz, über die Bewegungsgleichungen der Klektrieitat, 117 


Die Potentialfunetion einer punklförmigen Masse E, ist also 
F 


(1 -+Ane)r 


j 


und die Abstossung, welche sie auf die Masse #& ausübt: 
E.E, 
1+Ane)r’ 
Die Grösse der Massen E und E,. elektrostatisch vemessen. erscheint also im 
Verhältniss yl-+A4re:1 verkleinert durch den Einfluss des Dielektrieum, in 
dem sie liegen. 

Wenn wir nun unter c eine beliebige constante Zahl verstehen, und jede 
Masse E auf das e-fSache vergrössert denken. jede Grösse (1-+4Arrz, aber 
auf das e’-fache, so bleibt die Anziehung der beiden Massen E unter so ver- 
änderten Umständen unverändert. die Potentialfunetion einer jeden wird ver- 
ringert im Verhältniss und die Gleichung ‘17.,. welche die Vertheilung 
bestimmt, bleibt vollständig ungeändert. 

Wir können also durch alle elektrostatischen Messunren immer nut 
das Verhältniss der Werthe von (1-+4re) zwischen verschiedenen Körpern. 
oder zwischen diesen und dem vom Lichtäther gefüllten, übrigens leeren Raume 
ermitteln. aber nicht den absoluten Werth der genannten Grösse. Dasselbe 
eilt für die Goeflicienten der magnetischen Induction. Dass Poissor und andere 
Bearbeiter der Theorie des Magnetismus den magnetischen Coefficienten. 
welcher der Grösse (1--4:re) entspricht, im Luftraume gleich Eins gesetzt haben. 
ist willkürlich. Es ist bekannt, dass eine Reihe von Physikern durch die 
diamagnelischen Erscheinungen veranlasst wurden. den betreffenden Coeffieienten 
für den nur mit Lichtäther gefüllten Raum grösser als Eins zu setzen. um 
in den diamagnetischen Körpern nicht negativ setzen zu müssen. 

Die Bestimmung der elektrostatischen Einheit der Elektrieität, wenn > 


im Innern eines dielektrischen Isolators vorgenommen wird. muss diese Einhe 


) 


im Verhältniss yI+4n7e:1 zu gross ergeben. und ebenso auch die elektrostati- 
sche Einheit der Stromstärke in demselben Verhältniss zu gross. Die Cons! 
A’ ist der elektrodynamischen Anziehung zweier elektrostatischen Stroı 


proportional. Ist also das Medium, in dem wir uns befinden, und diese \ersu 


angestellt haben, dielektrisch. so ist der wahre Werth der betreffenden (onstan 
: £ . En Ei 
wie er für einen absolut einflusslosen Raum gelten würde ——— 
. a L., 


diölektrische Polarisationsconstante der Luft. beziehlich des den Weltrau 


füllenden Medium ist, 
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\Wir müssen ferner die dielektrische Polarisation auch bei der Be- 
stimmung der Bewegung der Elektrieität beachten. 
Wenn in dem Volumenelement dS die Menge E positiver Blektrieität 


‚s in Richtung der positiven «r, und die Menge negativer um \s 


sich um 
nach Richtung der negativen ‚vr beweet. so wird dadureh in demselben das 
elektrische Moment 
1% lÜ.s 
hergestellt. und gleichzeitig ist dieser Vorgang entsprechend einer Strömung 
in dem Element! 
2,.di E.s. 


Der Act der Polarisation bildet also eine Art elektrischer Beweeung, bei welcher 


dv 
en dt” 
2 Ay 
eu di ’ 
’ d; 

wu dt 


Zu dieser kann sich noch hinzugesellen diejenige Bewegung, welche dem 
Ohmschen (resetze entsprechend in leitenden Körpern geschieht, deren Com- 
ponenten mit 2%, ©; und @, bezeichnet werden mögen. 


Da nun nach den in Gleichung (17.) gemachten Feststellungen, die die 


lee) 
Klektrieität in Richtung der Coordinatenaxen forttreibenden Kräfte gleich sind: 
1 | n l 
—:+Y, BRETRRREEN = Pr et), 
u en‘ ge 9° 





1 
ZU; e "I. 
mi 1 
IS. AU = —:), 
\ J Pa Ä 
m = —t 1. 
2 & )) 


und die Gesammtgeschwindigkeiten der 
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In Bezug auf diese Grössen » bleiben dann auch die Gleichungen (2., und 


9',) bestehen: 


) du dr dr | d Ay 
2 { ‚ 
dr dy dz Ir dt 
9" f f / j d , 
Z 1 H,),coSn r N .,c03 b y D, COS f 
J ı)/ ) I) ) ' / ’ ) 1 1 Jt.dX ‘f fi 


und die Berechnungen der elektrodvnamischen Kräfte U, VW, W, welche in 


‘ 


den Gleichungen (1”.) bis (3°, in $. 2 gegeben sind. 


Nachdem so die elektrostatischen und elektrodvnamischen Kräfte in 
einem dielektrischen Medium bestimmt worden sind. haben wir noch festzu- 
stellen, wie die Induction zweier Stromleiter in einem magnetisch polarisir- 
baren Medium verändert wird. Ich bezeichne die magnetischen Momente mit 
,, u, v und die magnetische Potentialfunction mit z, die Polarisationsconstante 
mit $, die ausserdem vorhandenen magnetisirenden Kräfte mit %. WM, Rt. so 


ist, wie in Gleichung (17.,, zu setzen 











f l» 
( 474 
» = J#IN — ——|. 
\ h dr 
' dy 7 
19. A , [m 4 
2 En dy J 
. dy 7 
= s[a-%] 


und 
di du /ı 
dx dy ds An 


oder an Flächen. welche freien Magnetismus enthalten: 





Zen. SE I fd / 
19°*,) ,»—4,).cosa+ /u—u,).cosb + v—r,'.cosce = — ——-| 
ö j ö i ’ 47 Dun IN IV J 
Die magnetisirenden Kräfte ?, M, X am Orte r, y, z, herrührend v 


Stromcomponenten u, e, w am Orte S, n, , sind die folgenden: 
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Herrührend 
von der 
Strom- 

componente. 


eQD 
“ 

eo. 
# 

. 


% 
4 
Li 





u 


















D 


Also. wenn man 


0 — A:-u: > 5) A-u ie, ) 
Fr ee 0 4.0. —(—) 
— A-w- r () Aw . er 0 








Die indueirende Wirkung der Grössen 4, 


dagegen auf die Stromelemente «, 


sie für die sämmtlichen vorhandenen Strömungen berechnet. 














Be: ©. ARE. 
| L dz dy 4° 
rdW IU 
(19°. Re Ab nch 
iz L der dz 
dU dV 7 
dy de 
Somit sind, wenn «, ®, bekannt sind. die Grössen 7, u, v durch die Glei- 
chungen (19.), (19°.), 49, gegeben. 


u, v im Element de.dy.dz 


v,. w in S, n, { ist proporlional der Zu- 


> 


nahme des Potentials: 










Für Strom- 
componente,. 

















u 


ıD 


Inductionskraft. 
4: [r- ie )—u: arhes — )\dr. dy.dz 
—/: — E . ee) _y - FE )| de.dy.dz 
4. (-)- 1, —)lar. dy.dz. 
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Also wenn wir selzen: 


\" = Sf &-as.ar .d£, 
19.) (M= /// Z-as.an.di, 


{n = /// —dS.dn.d£. 


so sind die Componenten der elektromotorischen Kraft, die von der Magene- 
tisirung des Medium herrührt: 

dTdN dM 7 

\ lt L dy bar >, 

drfdL dN 


409!‘ u Su ad 
19 + nA dt L dz dc J 


| f Wei dM = dLT 
dt Ldz dy 1° 


- 
{ 











und aus den Gleichungen (17.) folgen endlich folgende Bewegungsgleichungen 
der Elektricität, in denen &. 2). 3 die durch andere, z. B. hvdroölektrische 


und thermoölektrische Processe bedingten äusseren Kräfte bedeuten: 














1 de  -- If dN dM i 
[lt = — h. ZEN ” ——+ 4 i Rd | A + X. 
\ =, dx dt di dy dz - 
or 1 dp . GR drTdL dN 
er ae „SEE 2. ZEN 0 2 0 
(19 € v dy A lt ‘ A dt Li dz dx | Jh 
= — A et [_ —u 2, 
£ dz lt dt L dx ES 
wozu noch aus (19.) und (19°.) kommen: 
,. E | dV dWı dy 
| mi. Ede dyS de’ 
419gf, u Er [dW _ dU be dy 
ei a  Ldx dz | dy ° 
is al S- ad dy 
ES 7 De ya 
endlich, wenn wir mit E die freie Elektrieität bezeichnen: 
19:3 _(E _ du, de, do 
\ ' dt de dy  d 
Kennt man von den veränderlichen Grössen x, v. 3. 4, u, v, E durch den 


ganzen Raum, so ist aus den drei ersten «, ©, ww mittels der Gleichungen \ 18°.) 
zu finden, der freie Magnetismus durch (19°.), und es sind alsdann y, z. U. }. 


W,L,M,N durch Quadraturen zu berechnen, so dass die sieben vorstehenden 
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Gleichungen (19°.), (19.) und (19.) zur Bestimmung der vorgenannten sieben 
Unbekannten als Funetionen der Zeit dienen können. 





Um aus diesen Gleichungen die Integrale zu entfernen, und sie in 
reine Differentialgleichungen zu verwandeln, erinnere ich an folgende Sätze: 

Wenn man drei Funeclionen 5, „7, {© von x, y, 3 hat, und für alle 
Orte innerhalb eines gewissen einfach zusammenhängenden Raumes S die drei 
Gleichungen erfüllt sein sollen: 


we) Zei He te 


so folgt daraus, dass innerhalb des Raumes $ sei 


Mm _ db _ 0, 
dz dy 
5-5 =0 
(20°) / Us (!S 
\ , \ A 
ds dn 
—— — 0, 
dy dc 
dE ) dn ) d£ — (. 


\ de dy ds 


\ 


Es lässt sich nun zeigen, dass das System der Gleichungen (20°.) das System 
der Gleichungen (20.) vollständig ersetzt, wenn die Bedingungen hinzugefügt 
werden, 

1) dass &, n, S im ganzen Raume S endlich und stetig seien, 


2) dass an der Oberfläche von S sei 
20°.)  &.cosa+n.cosb+Q.cose = (0, 
wo a, b. e die Winkel sind, welche die Normale N der Oberfläche von S 
mit den Coordinatenaxen macht. 

Aus den ersten drei Gleichungen des Systems (20°.) folgt nämlich 
direct, dass es eine Function # von x, y, 3 geben müsse, von der Be- 
schaffenheit, dass 

2 dp dw MR dp 
- .——. .. N — - -_ == . 
de dy a dz 


l 
Dann ergiebt die letzte der Gleichungen (20*.) 








> 


37 =®d, 
und die Gleichung (20°.), dass an der ganzen Oberfläche des Raumes S 
dp Ä 
3 





dN 
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Da der Raum S der Voraussetzung nach einfach zusammenhängend. 
und die Grössen 5, 7, & überall endlich und stetig sein sollen, so genügen 
diese Bedingungen nach bekannten Gesetzen über die Potentialfunetionen, um 


zu zeigen, dass im ganzen Raume S 


= Const., 


Wenden wir diese Sätze auf das System der Gleichungen (19°), und 
dann auch auf das der Gleichungen (19'.) an, betrachten wir dabei den un- 
endlichen Raum als den Raum S, und berücksichtigen wir, dass aus (19".). 
(19°) und (19°*.) folgt: 

dL , dM , dN 


_—— 





de  dy dz ET 


so erhalten wir folgende Systeme von Gleichungen: 


# dy (4 F | dt  dy dz ° 
e\ drz3\ __ 144nd __DeE vr [3 
(20 .) _ ie )— > R pet Me File al Wenn 





4 ı 1-4And$ di, , d3 N) 
- A 


deN\e u dt" d dx 
ie _d EW; 1+-4nd N dv d)) dX 
de dy IX Di Zr dy ° 


d . y\ 1 a ) = 2 d’ ap (X - N) , d3 
(0 ) ( J (*) ur" er dp Ah ar "de dy Id’ 














@- (5) =4 [er 5. = -—.,], 

ee (5 B (5) u aaa 

DIEBE Zr} 
rt ur EAN Achn 


Dazu kommen noch die Bedingungen für die unendlich entfernte Grenzfläche 
des Raumes: 

r=ysj=l4\=u=r/=9=47=Dd. 
Ferner die Bedingung, dass die in (19°) und (19/.) gleich Null gesetzten 
Grössen überall stetig und endlich seien. Da nun dies für die Grössen U, 


1, W, L, M, N und ihre Differentialquotienten schon nach der für sie vor- 
16 * 
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geschriebenen Bildungsweise durch Integration der Fall ist, so oft u, e, w, 
), #, v überall endlich sind, so redueiren sich die Bedingungen der Stetigkeit 
darauf, dass die sechs Grössen: 


X dp . / dy 
van tn 
IE a: Fu 
€ er 4 dy 
ı, dg a v., dy 
en zZ 


überall stetig seien, namentlich auch an solchen Flächen, wo &. 9 und z 
unstetig sind. 
Da y an solchen Flächen stetig ist, so ist 
d, i zn 
ee u Cosa AH) 


de 
= 3 WM, 


Wir haben ferner nach der Gleichung (19° *.) 


d 


1 
‘« 5 \ 3 ıNnG ef — ) he u a 
(20 .) fr 4,).C05 47 u u). cosb | ? vi)» cost — 4; AN Z Ay 


und nach den Stetigkeitsbedingungen somit 


au A u 92, 
HT TI ame TNıTıh 

e; l d 
20, En: 1 ee 
# ®@ dt 6080 an HT Au 
V v : 1 c gu d E. r \ 
FAT RT ATA. 


Aus den Gleichungen (20°.) und (20”.) kann z—z, unmittnlbar eliminirt 
werden. Dann kommt y nur noch in der Gleichung (20%.) vor. Es können also 
aus den Gleichungen (20°), (20°), (20°) und den Stetigkeitsbedingungen die 
anderen unbekannten Grössen bestimmt werden, ohne auf z7 Rücksicht zu nehmen. 

Sind die Kräfte X, )), 3 an der betreffenden Fläche stetig. oder ist 
nur ihre senkrecht zur Fläche gerichtete Resultante ® unstetig, so erhalten 


wir für die x, v, 3 ein ähnliches System von Gleichungen: 





Y Y | F d 2 
e I a IR MR 1 \.\ 
| — — .cosal dB — Pıt ip —1 : 
€ & 4 t Bi dN \F Fi } 
‘ N V 1%) 1 . d j 
(20°) ne 2 u "aan BIP —-Pı+ N \4 — Gh)» 
f +, L_ (i. Eu 
\ | d 
) \i (ya Yo ı . 
: — u BED, - (pp — ( : 
£ & Arı cose[} Bi dN 4 ul 
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Dass die Gleichungen (20°) bis (20°) mit Ausschluss von (20. die Lösung 
eindeutig bestimmen. wenn k nicht negaliv ist, ergiebt sich aus der Gleichung 
der lebendigen Kraft, die wir deshalb hier zunächst aufstellen wollen. 

Für den Fall. dass keine äusseren Kräfte wirken. also 


x 7) 3 0, 


erhält man die Gleichung der lebendigen kraft, indem man die Gleichunsen 


Be Ze in Eu 2 
20°.) der Reihe nach mit —. ——, — multiplieirt und addirt. dann ebenso die 
ı) ee’ ıJ 
ji „alle Fa v : ae L 
Gleichunsen (20°) der Reihe nach mit ‚ j multiplieirt und addirt, die 
; £ ; e # 


letztere Summe von der ersteren abzieht. Die Glieder der linken Seite lassen 


sich dann integriren. und ihr Integral wird wegen der Stetiskeitsbedinzeunsen 


20".) und (20‘.) gleich Null. Die Glieder der rechten Seite. welche 4 ent- 


halten, können durch eine partielle Integration mit Rücksicht auf 20°. um- 
seformt werden, und man erhält endlich: 

‚ d HR 1I+4n9 -..., 0.5 NEE - SE 

1. ——, [+ +r)+ 1 

\ MHJJI | F kan | "w 
le /dı 2 / dr 2- / dg 

‘) ’ ! - £ E en f En — | |- * ! / . IEr - 
u. (( dx / dy/ \dz ’_ Ad dt /\ nn .dz 


// —e- v3 ..de.dy.dz . /Yfzw r w).dx.dy.ds. 


Aus dieser Gleichung sind entsprechende Folgerungen, wie aus der 
früheren (5°.) zu ziehen. Bezeichnen wir das Integral. dessen nach der Zeil 
cenommener Differentialquotient die linke Seite der Gleichung (20°. bildet. 
mit 2, so ist & nothwendig immer positiv. wenn 4 positiv ist. Sein Werth 


- 


muss aber während des Ablaufs der Bewegung nothwendig immer kleiner 


werden. Ist derselbe Null. so muss er Null bleiben. 


Daraus folgt, dass, wenn ausser den Kräften &, ?) und 5 die Anfangs- 

werthe von 
hun, — 

durch den ganzen Raum gegeben sind. die Gleichungen 20. bis 20 
Bewegung eindeutig bestimmen. 

It k=0,. so fällt id aus diesen Bestimmungsstücken weg. 

Um die Art der durch diese Gleichungen angezeigten Bewegungszu- 
stände anschaulicher zu machen, wollen wir sie auf einen körper S anwenden, 
in dessen Innerem & und # constant sind und z=x ist: ferner {= V)= 55V. 
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Wir erhalten dann: 






































| d; di y. 1--Ana di 
| dy ee u dt ° 
94 \ } dx v di _ 1+4n% du 
(@1.) dz de A.: u’ 
dy de _ 1+4n% dv 
Be Tg 
RERE 1 f dı dyy d; ] z - 
F z anni vnaadinei ler ale — le 
«1 € | de  dy ds Igp+A.k- 
dv du 9.[ Ep dy 
— = A: 
dy dz A .dax.dt en dt 
‚945 \ RE N 5 ERAR NN Ei 
(MT. \ dz de A.3 dy.dt En dt 
du da afdyg I 7 
Zen un 
\ de dy 2. dz.dt Fr 5 des 


Wenn wir aus (21.) neue Gleichungen bilden, nach der Weise wie (20".) 
aus (20.) gebildet ist, so erhalten wir 


Ax = 


(21°) 2 42 A a + ER A-+4n9)(1 übe Bi. l En dıy 4: d; | 
4.) (Anel14An9)A’—+ [1 zn rs z ar 








eic. 


Die entsprechenden Gleichungen für 9 und ;3 erhält man, indem man 
in (21°.) x und x beziehlich mit » und y, oder mit 3 und z vertauscht. 
In ähnlicher Weise erhält man für die magnetischen Momente: 





- f \ I 1° 
I. = Ans 14a) A. 
' } Be ; 
(21°) (du = Ane(l+4n9)A"- Er ; 
a ee 
Iv = Ane(1+479)A rk 
U, du, dv _g 
dx dy dz 


In den Gleichungen (21°) sind die elektrischen Verschiebungen in 
einem dielektrischen Isolator durch ganz dieselben Gleichungen gegeben, wie 
die Verschiebungen der wägbaren Theilchen in einem festen elastischen Körper, 
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in welchem die Fortpflanzungsgeschwindigkeit beträgt 





Kerr ’ 

für die Transversalwellen: A 
ME I +4n9) 

für die Longitudinalwellen: h ya ine 

n A Ans.k 


Die Gleichungen (21) dagegen für die magnetischen Verschiebungen 
entsprechen denen im Innern eines incompressiblen elastischen Körpers. in 
welchem die Geschwindigkeit der Transversalwellen dieselbe ist, wie die an- 
gegebene der elektrischen Verschiebungen, die Geschwindigkeit der longitudi- 
nalen Schwingungen dagegen unendlich gross. Es ergeben diese Gleichungen, 
wie schon Herr Maxwell für den von ihm behandelten Grenzfall (k=0, & und 9 
unendlich gross) gezeigt hat, dass bei den Transversalwellen die elektrische Os- 
cillation in der einen Polarisationsebene, die magnetische in der darauf senk- 
rechten geschieht. 

Um zu ermitteln, was unter Annahme eines dielektrischen Raumes der 
semessene Werth der Constante A bedeute, müssen wir noch den Fall der 
gut leitenden Körper untersuchen, wenn z so klein ist, dass die durch die 


ie ü Ze ., dı 
Polarisation entstehende Geschwindigkeit 7 gegen die von der Leitung ab- 
m >e - 


m ’ . r . ’ . 
hängende 1 verschwindet. Unter dieser Annahme ergeben die Gleichungen 


20°.) bis (20°) bei eben solcher Behandlung, wie für den Isolator 


\ 


” i du dı\ | a naTp) 
du = (1-+479)4n A’ Aue ‚Iy+(1+479—k)A Fr 





eic. 


Die beiden andern erhält man, indem man a und x mit e und y, oder mit 
und 3 verlauscht. 
Vergleicht man diese mit denen, welche durch die Operation ./ aus 


'3°.) gebildet werden: 


| dp 
u = na | Ay -+(1—k)A | 





so sieht man, dass nur die Constanten verschieden sind. Statt 4° der letzteren 


steht in der ersten A’(1+47%), und statt % der letzteren steht 
k 
1449 
in der ersteren. /st also das Medium magnetisirbar, so erscheint der Werth 


der Constante k darin verkleinert in dem angegebenen Verhältniss. 
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Andererseits erscheint die Constante A’, wenn in einem maenelisir- 
baren Medium experimentirt wird, vergrössert durch ihre Multiplication mit dem 
Factor (14-479). Da wir nun durch alle statischen Versuche über magnetische 
Vertheilung nur immer das Verhältniss der Werthe von (14479) für ver- 
schiedene Stollfe zu einander, oder zu dem nur mit Lichtäther gefüllten so- 
genannten Vacuum ermitteln können, so finden wir durch Versuche im Luft- 
raum oder Vacuum immer nur das Product der Constante A’ mit dem Factor 
(1+4-479,), wenn wir mit 4, den unbekannten Werth dieses Coefficienten für 
den Luftraum bezeichnen. 

Ferner ist schon oben nachgewiesen worden, dass die Quantiläten 
Klektrieität, welche strömen, nach elektrostatischen Einheiten bestimmt im Ver- 


hältniss yl-+4ars,: 1 verkleinert erscheinen, und ebenso alle nach elektrostali- 





scher Einheit gemessenen Stromeinheiten. Dagegen erscheint der Widerstand 
z im Verhältniss 1: (1-+-4e,) vergrössert und ebenso die Constante A’. Ist 
also A der im Luftraum gefundene, der Lichtgeschwindigkeit nahe gleiche 
Werth von 2 so ist der wahre Werth 
A 
E —= Ayl-+4ne,. 1+4n9,, 
und der Werth der Fortpllanzungsgeschwindigkeiten in einem isolirenden Me- 





dium wird 





(I--4Ane)(1-+-4ne,)(1+4n) 
Anel; f 
ETTDICEELCH 


Arne (1-+ 47%) 





longitudinal: U] 








RZ 
transversal: A | . 


In der Luft selbst werden diese Werthe: 


Ent | 14479 
» « . \) [ I ! VU 
longitudinal: All+4re,) u Fra 
Ans 
transversal: Y | Mensts FOR 
Inte, 


Für die elektrodynamische Induclion erweist es sich also nicht als gleich- 
viltie,. wie es bei den elektrostalischen Phänomenen der Fall war. ob der 
Luftraum ein Dielektriecum ist oder nicht, sondern es hängt die Fortpllanzungs- 
voeschwindigkeit der indueirenden Wirkung von der absoluten Grösse von & 
ab, und #, würde durch experimentelle Bestimmung dieser Forlpflanzungs- 
oeschwindiekeit der elektrischen Transversalwellen im Luftraum bestimmt wer- 


den können. Diese Geschwindigkeit müsste der vorliegenden Theorie nach 











3 
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orösser sein, als die aus Herrn W. Webers Versuchen bestimmte Geschwindig- 


keit A, und dieser nur gleich werden können, wenn die di@lektrische Polari- 
1 | 
salionsconslante der Luft &, unendlich gross gegen j, Wäre. 


47T 


Es eeht daraus 


hervor. dass die bisher vorliegenden Erfahrungen auch ohne wesentliche 
Aenderungen in den Grundzügen der acceptirten Theorie der Elektrodvnamik 
eine Ausbreitung der elektrischen Fernwirkungen mit endlichen Geschwindig- 
keiten als möglich erscheinen lassen; und zwar würden sich die elektromaene- 
liischen Wirkungen dabei mit einer der Lichtgeschwindigkeit gleichen oder 
erösseren (reschwindigkeit ausbreiten, während die Ausbreitung der elektro- 


statischen von der unbekannten Constante % abhängig bliebe. 


Heidelberg, 1870. 





un u BT en 
Corrigenda. 
Seite 75, Zeile 4 v. o. statt Ds lese man Do. 
2 1 
. su), = v. ö z EEE r . A 
| 1 u 7 3] 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 2, 17 











Ueber einen die trigonometrischen Reihen 
betreffenden Lehrsatz. 
(Von Herrn @. Cantor in Halle *).) 








RRiemanns Forschungen im Gebiete der trigonometrischen Reihen sind 
in der Abhandlung „Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigo- 
nometrische Reihe, Göttingen 1867“ bekannt geworden. 

Dieselben beziehen sich zunächst in den $$. 7—10 auf Reihen, in 





welchen die Coeffieienten unendlich klein werden; die übrigen Reihen werden 
alsdann, wenn nur CGonvergenz für einen Werth der Veränderlichen vorhanden 
ist, auf jene zurückgeführt. 

Ich will im Folgenden den Satz beweisen: 

„Wenn zwei unendliche Grössenreihen: «, „4, ...,@,,... und b, .b33...,b,2... 
so beschaffen sind, dass die Grenze von 


a,sinnc-+b,cosnz 


für jeden Werth von x, der in einem gegebenen Intervalle («a <x<<b) des 
reellen Grössengebietes liegt, mit wachsendem » gleich Null ist, so convergirt 
sowohl «a, wie b, mit wachsendem » gegen die Grenze Null“. 

Wird dieser Satz auf die trigonometrischen Reihen angewandt, so 
viebt er die Einsicht, dass eine derartige Reihe 


ı db, ta, sin@--b,cose-+--+a,sinnr +b,cosnr+-- 


nur dann für alle Werthe von x in einem gegebenen Intervalle (a < x << b) 
des reellen Grössengebietes convergiren kann, wenn die Coelfficienten «a,, b, 
mit wachsendem » unendlich klein werden. 

Diese Thatsache ist, wie aus mehreren Stellen der oben citirten Ab- 
handlung hervorgeht, Riemann bekannt gewesen; es scheint jedoch, dass er 
sie nur im llinblicke auf diejenigen Fälle bewiesen hat, wo die Coefficienten 


*) Zu den folgenden Arbeiten bin ich durch Herrn Heine angeregt worden. 
Derselbe hat die Güte gehabt, mich mit seinen Untersuchungen über trigonometrische 
teilen frühzeitig bekannt zu machen. Aus dem Versuche seine Resultate in der 
ktichtung zu erweitern, dass jedwede Voraussetzung über die Art der Convergenz bei 
den auftretenden Iteihen vermieden wird, sind beide hervorgegangen. 








. 





Cantor, uber trigonometrische Reihen. 131 


a,, b, in der Form der Integralausdrücke: 
1 ’4-7T ’ ü 1 ’4+-7 R 
= fit, sınntdt, r f\t)cosnt dt 
2 , T 


vorausgeselzt werden können. 


$. 1. 
Ich schicke das Lemma vorauf: 
„Hat man eine unendliche Reihe ganzer positiver Zahlen: 
(R) u,v,w,z, 
von der Beschaffenheit, dass: 
e >A4, ws, z>Iibw, 
so giebt es eine Zahlengrösse (2, welche die Eigenschaft hat, dass das Pro- 
duct »‘2, wenn man für » eine der Zahlen (R.) setzt, die Form hat: 
n‘2 = 2z,+1+90,, 
wo z, eine vom Index » abhangende positive ganze Zahl und ©, eine zu n 
gehörige positive Grösse ist, welche unendlich klein wird, wenn man » in der 
Zahlenreihe (AR.) ins Unendliche fortschreiten lässt.“ 
Beweis. Ich bestimme auf Grundlage der Reihe /R.) eine neue 
Reihe (S.) von ungeraden ganzen Zahlen: 


(S.) 29+1. 24+1. 2i-+1, 
nach folgendem Gesetze: 
29-1 werde bestimmt durch die Bedingung. dass: 


“7 © 
dem absoluten Werthe nach kleiner oder gleich 1 sei. 

Falls in dieser Bestimmung eine Zweideutigkeit enthalten ist. entscheide man 
sich für die kleinere der beiden ihr genügenden ungeraden Zahlen. Wenn 
29+1 bestimmt ist, so wird 2%+1 durch die Bedingung: 24 +1—- 9-1 — 
dem absoluten Betrage nach kleiner oder gleich 1 bestimmt, wobei man sich 
im Falle der Zweideutigkeit wie im ersten Falle zu verhalten hat. 

Analog werde die dritte Zahl %-+1 bestimmt durch die Bedingung: 
%i+1-(2+1) dem absoluten Werthe nach kleiner oder gleich 1 und 


ebenso alle folgenden Zahlen der Reihe \S.). 


Ber 
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Man bilde aus (R.) und ($.) die unendliche Reihe rationaler Brüche: 


N 1 2g +1 2h +1 21 
I TRETEN ET 


Diese Brüche nähern sich einer festen von Null verschiedenen Grenze, einer 
Zahlengrösse, welche ich mit 42 bezeichnen will. 

Um dies zu sehen, bemerke man, dass, der Entstehungsweise der Reihe 
'S.) zufolge, die nachstehenden Ungleichheiten Geltung haben: 


——  — _— on u -— — _— --[ _ m -_— . . “ 





— 


1 2g-1\ _- 1 232g +1 2h+1I\ _- 1 
( ( v w u 


u ® u . 
Mithin ist die Differenz des ersten und irgend eines folgenden Bruches der 
Reihe (N.) nicht grösser als die Summe: 
I rt R 


— 1 _— 2... in infinitum: 
v = u : 





ebenso ist die Differenz des zweiten und irgend eines folgenden Bruches nicht 
erösser als die Summe: 


1 1 ii u 
ar u in infinitum; 
und das Aehnliche gilt für die Differenzen der übrigen Brüche in der Reihe (N.). 


u l 1 i > u 
Da die Reihe tat der Bedingungen, denen die Zahlen 


(R.) unterworfen sind, convergirt, so folgt hieraus, dass die Differenz zweier 
Brüche (N.), wenn dieselben beliebig in der Reihe (N.) stets weiter ins Un- 
endliche rücken, unendlich klein wird, was die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür ist, dass sich die Brüche (N.) einer festen Grenze 2 nähern. 

Diese Zahlengrösse «2 ist von Null verschieden; denn sie unterscheidet 


x I .. 
sich nach dem Gesagten von dem ersten Näherungsbruche —, höchstens um 


die Summe: 
1 1 


- 


j ‚ 1 , . 
die letztere ist aber kleiner als ze d. h. kleiner als 45 also auch 


kleiner als —; es liegt daher ‘2 in den Grenzen: 
11 21 


16u und 16u 


Es ist nun nicht schwer einzusehen, dass 42 die im Lemma ausgesagten 





Eigenschaften hat, wenn man: 


s—=_0, 
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nimmt. Man hat nämlich: 





1 1 1 
(2-— he rn Hr, also (2u—1) L; 
ferner 
2g+1\_- 1 ! 
EEE A < ie als (Dia an N ar 
AT nv Je ın + Pa D) also Au <q 1 — #3 


ebenso ist 
(22—-(2h+1))<4 u = f. 


Es nehmen also die Differenzen: 
uQ—2z,—-1, v.2—-23,—1, w2—R2z3,—1, 


welche ich mit: 


+ + J 9 > G, 9 


bezeichnet habe, schneller ab als die Brüche: 


Dies war zu beweisen. 


$. 2. 


„Die Zahlengrösse (2 kann durch eine Modification des für sie fest- 
gestellten Entstehungsgesetzes so bestimmt werden, dass sie in ein gegebenes 


Intervall des reellen Grössengebietes zu liegen kommt.“ 
Ist das Intervall von O bis 2 in 2v gleiche Intervalle getheilt und soll 


(2 in das ut von ihnen fallen, so befolge man nachstehende Regel: 

Man benutze die Reihe (AR.) erst von demjenigen Gliede an, welches 
grösser ist als 6v; setzen wir der Kürze wegen voraus, dass schon « > 6r, 
so bestimme man die ungerade Zahl 2/-+1 so, dass der Bruch at in den 


u 3u—?2 Jsu—i1 . 
Grenzen —,— und — 3 liege; 


haben in ähnlichem Sinne wie oben, den Bedingungen: 
/ j ® Fl 
(291-2) )<1, 
(241-2) F)<1 


die ungeraden Zahlen 2y-+1, 2h+H1,... 


zu genügen, so dass man hat: 
( de A A nn h ie A 


u 


Rn. 
v 
de 1 ER et 





v w =—w’ 
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Es fällt alsdann die Grenze (2, welcher die Näherungsbrüche: 
+ + 2-1 


u u. .° w ° 
wir f-H, 5 zinda 
u und . + Ir? mithin auch, wegen deı 


Bestimmungen, die wir für 2f-+1 und x getroffen haben, zwischen: 


3u—2 5 3u—1 5 
> 616, und „. 151% 








zustreben, zwischen 








und um wie vielmehr zwischen: 


—1 
Mn u 
v V 


Die Zahlengrösse (2 hat auch hier die im Lemma ausgesagten Eigenschaften, 


wenn man: 
.=fh, 43=9% 2,=h, 


nimmt. 


S. 3. 


Wenn ich von einer unendlichen Grössenreihe: 
(@.) E13 O23 O2 > +43 Ony +-- 
sage, dass lime,—= 0, so verstehe ich darunter, dass, wenn Ö eine beliebig 
gegebene Grösse ist, man aus der Reihe (@.) eine endliche Anzahl von Glie- 
dern aussondern kann, so dass die übrig gebliebenen sämmtlich kleiner sind 
als d. 
In dieser Definition liegt, dass, wenn limo,=0 und 


Vn 
Bi ’ 
Ü, P /i> { 
irgend eine aus der Reihe der positiven ganzen Zahlen ausgehobene unendliche 
Zahlenreihe ist, in der Grössenreihe 
wN\ 
w. ya» O3> %,» 

Glieder gefunden werden können, welche kleiner sind, als eine beliebig ge- 
vebene Grösse d. 

Ks ist folgenreich, dass dieser Ausspruch sich durch den Satz um- 
kehren lässt: 

„Ist eine unendliche Grössenreihe (fr.) gegeben und weiss man, dass in 
jeder aus (@.) gehobenen unendlichen Grössenreihe (@.) Glieder gefunden 


werden können, welche kleiner sind als eine willkürlich gegebene Grösse d, 


so ıst: 


imo, = 0.* 
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jeweis. Sei I’, 4", ... eine beliebige Reihe beständig abnehmender. 


) | ) 1 1 
unendlich klein werdender Grössen, z. B. die Reihe 1. Kir WERE Er 
3 u 


Man hebe aus der Reihe (@.) zuerst diejenigen Glieder aus. welche grösser 
als .f, dann von den übrig gebliebenen diejenigen, welche grösser sind als 
4", u. s. f.; bei keiner von diesen Operationen gelangt man zum Ausheben 
unendlich vieler Glieder, weil sonst eine unendliche Reihe (@'.) vorhanden 
'äre, deren Glieder sämmtlich grösser sind als eine von Null verschiedene 
Grösse I’, was gegen die Voraussetzung ist; die Grössenreihe (@.) ist also 
von der Beschaffenheit, dass, bei beliebig klein gegebener Grösse 4”, eine 
endliche Anzahl von Gliedern aus derselben ausgesondert werden kann, so 
dass die übrig bleibenden sämmtlich kleiner sind als 4°’; es ist also limo, — 0. 

Daraus ergiebt sich als Corollar Folgendes: 

„Ist eine unendliche Grössenreihe (@.) gegeben und kann man aus 
jeder aus (@.) gehobenen Grössenreihe (@’.) eine neue Grössenreihe: 

(@".) Eur 5 Qu 
ausheben, in welcher die Glieder mit wachsendem Index unendlich klein 
werden, so ist: 
ine, = 9; 


8.4. 


Lehrsatz. „Wenn für jeden reellen Werth von z zwischen gegebenen 


Grenzen (a< x <b): 


| 
ı 


lim (a,sinnc -+b,cosnz) = 0. 
so ist sowohl: 
lima,=0, wie lim 5),=0.* 
Beweis. Wir wollen a,sinar + b,cosnr in die Form bringen 


9,C0Ss(p,— nz), WO 9,=ya,+b, und y, der zwischen O und 27 liegende 


n "Zr 
a st: 


Bogen sei, dessen Sinus gleich „ dessen Cosinus gleich ——- ist; es ist 
u * ” ), 





auf diese Weise nur zu zeigen, dass limo,—=0. um alsdann unmittelbar schliessen 
zu können, dass lima, =(0, limb, = 0. 
Wir bezeichnen die Reihe o,. ©. .... @,. ... mit (@.). Sei: 
‚@.) Qu» 03» -- 
irgend eine aus (@.) gehobene unendliche Reihe; dann will ich zeigen, dass 
sich aus (@'.) eine unendliche Reihe: 


vr \ 


0 Be Be 
N 


N 


\ I . Yus 
ausheben lässt, deren Glieder mit wachsendem Index unendlich klein werden. 
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Betrachten wir zu dem Ende die unendliche Reihe: 


1.) 95 Par Pi o; 
es muss. da die Glieder derselben alle zwischen O und 27 liegen, ein Intervall 
von der Grösse T angegeben werden können, innerhalb welches unendlich 
viele Glieder der Reihe (1.) liegen. 


r . Do . I . 
Um die Ideen zu fixiren, sei ( ef b+7) ein solches Intervall, 


/ . . ° ‘’ 
(wo also $& eine bestimmte zwischen O0 und — 


gelegene Grösse ist) und sei: 


R.) Pas Pas Pu 


eine aus (1.) gehobene unendliche Grössenreihe, deren Glieder sämmtllich in 


\ 
diesem Intervalle liegen. 
Aus der Zahlenreihe 


4 ' 
u u 


hebe ich eine unendliche Zahlenreihe: 
/D - am 
(RR) u vw, 


aus, welche den Bedingungen des Lemmas im $.1 entspricht, und bei welcher 
ausserdem « so gross genommen ist, dass man die im $.2 definirte Zahlen- 
a b a . z 2a 2h 
.. 2 mithin auch in das grössere ( 2023 
7T 7T 7T 7 


verlegen kann. Die unendliche Grössenreihe: 








orösse 2 in das Intervall ( 


(u Er er Pre 
welche offenbar aus (@.) gehoben ist, ist es nun, von welcher ich nachweisen 
werde, dass ihre Glieder mit wachsendem Index unendlich klein werden. 
Vorerst hebe ich hervor, dass die Glieder der mit (@”.) parallel laufen- 
den Reihe: 
(F.) Pus Sı5 Fun 
in dem Intervalle (D...D . =) enthalten sind. und unterscheide die beiden 


7) 


yp . . . wr 7T oT 2 
Fälle, dass dieses Intervall eine der beiden Grössen — und —- enthält oder 


— 


keine von ihnen enthält. 
Erster Fall: 


: T 3 
l.: In dem Intervalle (B...B+7) liegt weder — noch —- Ich 
kann eine von Null verschiedene Grösse & angeben. so dass cosy seinen 


absoluten Werthe nach grösser als & ist für jeden Werth von g im Intervalle 


(D.. D\ f ) 
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Man bestimme nach den Vorschriften des $.2 eine Zahlenerösse (2, 


so beschallen, dass: 
a b 


I) 2 zwischen und zu liegen kommt. 
7E 71 


2) 42n—(2z,11) = +9, unendlich klein wird, wenn man für » die 
steirenden Zahlen der Reihe (R.) setzt. 
Setzt man in der mit den Reihen (@.) und (F.) parallel laufenden: 


> . / 4 . » Wi . 0 D ./[ “ . 
(P.) o,cos(y,—ur), 0,cos(y,—vr), 0,c08(y,—wr). 


(2, so ist klar, dass die Cosinusse der Reihe (P.),. von einem gewissen 


Mn ee 
€ 


Index an, sämmtlich ihrem absoluten Werthe nach grösser sind als 


Die Glieder selbst der Reihe (P.) werden der Voraussetzung gemäss. 
welche im Theorem liegt, für jeden Werth von x in den Grenzen a und b, 
mithin auch für «x = 7142, mit wachsendem Index unendlich klein; daraus folgt. 


dass die Glieder der Reihe (@”.) mit wachsendem Index unendlich klein 


werden. 
Zweiter Fall. 
7T ÖTT 


ii . 
ll. In dem Intervalle (B...9+) liegt entweder — oder —: 


7c It 8 
RE P+ =) kein ungerades Vielfaches 


und ich kann eine von Null verschiedene Grösse @ angeben, so da 


dann liegt in dem Intervalle (B+ 


ın 


& 
DD) 


on = 
V nn 9 
2 ’ 
cosy seinem absoluten Betrage nach grösser ist als @' für jeden Werth von 


( ım Interva ' A art x 
f " le ( I 2 ... ch Re _— 


Man bestimme nach den Vorschriften des $.2 eine Zahlengrösse (2, 

so beschaffen, dass: 
r 2a 
1) 2 zwischen — und 
TE J 

2) 2n-(2z,+1)=+9, unendlich klein wird. wenn man für » die 
steigenden Zahlen der Reihe (AR.) setzt. 

Setzt man in der Reihe: 





zu liegen kommt. 


(P.) 0,cos(y,—ur). 0,c0s(y,—er). 
7 . . . . . . 
=, so ist klar, dass die Cosinusse in derselben. von einem gewissen 


< 


Index an, sämmtlich ihrem absoluten Werthe nach grösser sind als —- 
Von den Gliedern selbst der Reihe (P.) gilt das Nämliche wie unter 


l.; sie werden mit wachsendem Stellenzeiger für jeden Werth von .r in den 
IS 
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. ..L° Mr st . . 
Grenzen a und 5, mithin auch für 2=—-2 unendlich klein; es folgt also 
auch in diesem Falle, dass die Glieder der Reihe (@’.) mit wachsendem Index 


unendlich klein werden. — 


Wir haben somit gezeigt, dass, wenn (@'.) irgend eine aus (@.) aus- 


sehobene unendliche Reihe ist, man aus dieser eine Reihe (@”.) ausheben 
kann. deren Glieder mit wachsendem Index unendlich klein werden. 
Dem Corollar des $.3 zufolge reicht dies aus, um schliessen zu können: 


limo, = ®. 


Berlin, den 20. März 1870. 
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Beweis, dass eine für jedenreellen Werth von x durch 
eine trigonometrische Reihe gegebene Function fr) 
sich nur auf eine einzige Weise ın dieser Form 
darstellen lässt. 

(Von Herrn 6. Cantor in Halle.) 


Br 

W enn eine Function f{z) einer reellen Veränderlichen x durch eine 
für jeden Werth von x convergente, trigonometrische Reihe: 

f(x) = 4b,+(a,sine+b,cos2e)+ + (a, sinne +b,cosne)+ 
gegeben ist, so ist es von Wichtigkeit, zu wissen, ob es noch andre Reihen 
von derselben Form giebt, welche ebenfalls für jeden Werth von x conver- 
eiren und die Function f(x) darstellen. Diese Frage, welche erst in neuester 
Zeit angeregt worden ist, kann nicht etwa, wie gewöhnlich angenommen 
wird, dadurch entschieden werden, dass man jene Gleichung mit cos» (c—t) dx 
multiplieirt und Glied für Glied von —r bis +7 integrirt (wobei in der 
That auf der rechten Seite nur das aus dem x» Gliede hervorgehende In- 
tegral nicht wegfallen würde); denn, abgesehen davon, dass hierbei die Mög- 
lichkeit der Integration von f(x) vorausgesetzt würde, kann die Integration 
einer Reihe: 

A, + A, +: -+A, +". 
in welcher die A, Functionen einer Veränderlichen x sind. durch Integration 
ihrer Theile nur dann ohne Bedenken ausgeführt werden. wenn der Rest, 
welcher nach Abtrennung der » ersten Glieder übrig bleibt. für alle Werthe 
von x, welche im Integrationsintervalle liegen, gleichzeitig unendlich klein wird. 
Also muss, wenn man: 
fi@) = A+Aı+--+A,+R, 

setzt, bei gegebener Grösse &, eine ganze Zahl m vorhanden sein, so beschaffen, 
dass für „m, R, seinem absoluten Betrage nach kleiner ist als e für alle 
Werthe von x, welche in Betracht kommen. 

Es ist nämlich die kleinste ganze Zahl m, welche für ein gegebenes 


x 


x die Bedingung erfüllt, dass der absolute Betrag von Zt, kleiner ist als &, 


m, als eine unstelige Function von x und & zu betrachten: be- 
IS ”* 


wenn 2° 


\ 
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zeichnet man sie unter diesen Umständen genauer mit m(x,*), so weiss man 
nicht, ob die Function m(x,&) bei gegebenem & für alle Werthe von .r unter- 
halb einer endlichen Grenze liegt; es ist sogar leicht einzusehen, dass, wenn 
fix) für e=r, eine Unstetigkeit hat, die Function m(x,&) Werthe annehmen 
muss, welche jede angebbare Grenze übersteigen, wenn, bei festgehaltenem 
e, ec dem Werthe x, unendlich nahe rückt. 

Hieraus geht hervor, dass die Eindeutigkeit der Darstellung einer 
Function durch eine für jeden Werth von x convergenle trigonomelrische 
Reihe auf diesem Wege nicht ergründet werden kann. 

Durch die Aiemannsche Abhandlung „Ueber die Darstellung einer 
Function durch eine trigonomelrische Reihe, Göttingen 1867* bin ich auf einen 
andern, das Ziel erreichenden Weg geführt worden, welchen ich hier kurz 
angeben will. 

Zuerst hebe ich hervor, dass, wie in meinem Aulfsatze „Ueber einen 
die trigonometrischen Reihen betreffenden Lehrsatz“ bewiesen ist, bei einer 


trigonomeltrischen Reihe: 

art ehe. 
welche für sämmtliche Werthe von x in einem gegebenen, übrigens beliebig 
kleinen Intervalle des reellen Grössengebietes convergirt, die Coeffieienten 
a,. b, mit wachsendem » unendlich klein werden. 

Denkt man sich nun zwei trigonometrische Reihen, welche für jeden 
reellen Werth von x convergiren und denselben Werth annehmen, mithin 
dieselbe Function f(x) darstellen, so folgt durch Abziehen der einen von der 
andern, eine für jeden Werth von x convergente Darstellung der Null: 

1) 0=-040+-+6,+-- 
wo Q,=4d,. Ü,= e,sinne+d,cosne und wo die Coefficienten c,. d, mit 
wüchsendem z, nach dem soeben Gesagten, unendlich klein werden. Ich bilde 
mit /tiemann aus der Reihe (1.) die Function: 
2) Fi) = 1% -0-.- 2. 

Sie ist eine in der Nähe eines jeden Werthes von x stetige Function von x *), 
welche dem Lehrsatze 1 im $.S der vorhin genannten Abhandlung zufolge, 
die Eigenschaft hat, dass für jeden Werth von x der zweite Differenzquotient: 

') Um dies einzusehen, würde es ausreichen, wenn man nur wüsste, dass die 
©, d, unter einer angebbaren Grenze liegen, der Nachweis davon dürfte jedoch die- 


selben Mittel in Anspruch nehmen, mit welchen gezeigt wird, dass lime, = (0 und 
lim d,, (0), 
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F(z +0.) —2F (2) + F(r—a 
(2 
mit unendlich abnehmendem «@ sich der Grenze Null nähert. 
Halten wir diese beiden data für die Funelion Fr), fest: 
I. dass sie stetig ist in der Nähe eines jeden Werthes von sr, 
Il. dass die Grenze ihres zweiten Differenzquotienten mit unendlich 
abnehmendem « für jeden Werth von x gleich Null ist. 
so lässt sich daraus zeigen, dass F(x) eine ganze Function ersten Grades 
er-+ ec ist. Der folgende Beweis hiervon ist mir von Herrn Schwarz in 
Zürich mitgetheilt worden *). 

Man denke sich bei einer in einem Intervalle ‘a... b, der reellen Ver- 
änderlichen x gegebenen Function F, (x) die Bedingungen I. und II. erfüllt, und 
zwar die erste in der Nähe eines jeden Werthes von z im Intervalle. die 
zweite für jeden Zwischenwerth x, und betrachte, indem man unter ; die 
positive oder negative Einheit, unter 2 irgend eine reelle Grösse versteht. 


die Funetion: 


es Am, / T—d r } Wr , 
y(z) = ijFı(z) -Fı(a)—- T— (F,(b)—F, (a)) — „ (2-a/b—- = 
Aus den Voraussetzungen über F,‘r) folgt. dass y/x, im Intervalle (a...b 


stetig ist. und dass die Grenze des zweiten Differenzquotienten von gr 
gleich z° ist für jeden Zwischenwerth z, bei unendlich abnehmendem «: ferner 
ist: o(a)=0, y(b)=0. Bezeichnen wir daher: 
gy(z+ae)—Ry(z)+y(c—e) mit y|r,e), 

so ist p(x,e) für joden Zwischenwerth r, bei unendlich abnehmendem «, an- 
nähernd gleich ze‘, also positiv und von Null verschieden für hinreichend kleine 
Werthe von «. Daraus folgt. dass gr) für keinen Werth von z im Inter- 
valle positiv ist. In der That an den Grenzen ist ‘x, =0: würde y r für 
einen Zwischenwerth positiv sein. so wäre das Marimum der Werthe. welc 
p(x) annehmen kann, ebenfalls eine positive Grösse und würde zum Mindesten 
für einen Zewischenwerth x, von x erreicht; es wäre also für hinreichend kleine 


” 


*) Dieser Beweis stützt sich im Wesentlichen auf den in den Vorlesungen s 
Herrn Weierstrass häufig vorkommenden und bewiesenen Satz: 

„Eine in einem Intervalle (a...b) (die Grenzen inel, der reellen Veränderlichen r 
gegebene, stetige Function p(x) err eicht das Maximum g der Werthe, welche sie annehmen 
kann, zum Mindesten für einen Werth x, der Verän derlichen, so dass g(r,) = g.“ 

Einen ähnlichen, auch hierauf beruhenden Beweis für den Fundamentalsat 
. Ossrs 


Differentialrechnung hat Ossian Bonnet geführt: derselbe ündet sich ın „Cours de 
differentiel et integral, par J. A. Serret, Parıs 186S* im ersten Ban e ] 
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Werthe von e: y(a,+e)—-y(z)=0. ya,—e)—gY(x,)=0, mithin auch: 
p(z,, e@) — 0, während doch y(z,,«) für hinreichend kleine Werthe von « 
positiv ist. Man hat also für jeden Werth von x im Intervalle (@...b), für 
i= +1 und für einen beliebigen reellen Werth von z: 
p(2) 0; 
lässt man hierin z unendlich klein werden, so folgt: 
F,(@) = Fı(a)+,— (Fı(b)—F,(a)), 

Es ist also unter den gemachten Voraussetzungen F, (x) eine ganze Function 
ersten Grades von «. 

Daraus ergiebt sich für unsere Function F(x) (da hier das Intervall 
beliebig erweitert werden kann) die für alle Werthe von x gültige Form: 


F(xz)=cx+c, und man hat daher für jeden Werth von «: 
CE C C 
( rn er — ( ! se: EEE ae EN 
[# 2 3 4 l nn N 


Aus der Periodicität auf der rechten Seite ergiebt sich zunächst, dass sowohl 


. Y d, ; 1 7 j 
ce=0. wie auch ,=—-=0, und man behält daher die Gleichung: 


nz 





(3.) ER; — C-+ y ı° ... BE Er 


Die Reihe rechts ist von der Art, dass man, bei gegebenem &, eine ganze 
Zahl m angeben kann, so dass, wenn » — m, der Rest AR, seinem absoluten 
Betrage nach kleiner als & ist für alle Werthe von «. 
Man kann daher die Gleichung (3.) nach Multiplieation mit cosn (x —t) dr 
Glied für Glied von —rı bis +7 inlegriren; das Resultat ist 
c,sinnt+ d,cosnt =, 
wo unter eine beliebige reelle Grösse zu verstehen ist; man hat also: c,=0, 





d,=0, während schon vorher gefolgert wurde, dass d,= 0. 

Es ergiebt sich also das Resultat, dass eine für jeden einzelnen reellen 
Werth von x convergente Darstellung der Null durch eine trigonometrische 
Reihe (1.) nicht anders möglich ist, als wenn die Coeflicienten d,, c,, d, 
sämmtlich gleich Null sind und man hat den Satz: 

„Wenn eine Function f(x) einer reellen Veränderlichen x durch eine 
für jeden Werth von x convergente trigonometrische Reihe gegeben ist, so 
giebt es keine andere Reihe von derselben Form. welche ebenfalls für jeden 
Werth von = convergirt und die nämliche Function fix) darstellt.“ 

Berlin, den 6. April 1870. 
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Ueber Flächenabbildung. 
(Von Herrn F. Eisenlohr in Heidelberg.) 





Seit den Untersuchungen von Lambert, Lagrange und Gauss gilt als 
erste Bedingung, der eine jede Abbildung von Theilen der Erdoberfläche 
auf der Ebene genügen muss, dass sie in den kleinsten Theilen dem Originale 
ähnlich, oder nach Gauss conform sei. Dennoch wird diese Bedingung noch 
immer auch von den besten Karlenzeichnern verletzt, sobald grössere Theile 
der Erdoberfläche abzubilden sind; und als Grund wird angegeben. dass die 
gewöhnlich vorgeschlagenen conformen Projectionsarten, die stereographische 
und Merkators Projection zu grosse Verzerrung der Contouren und zu grosse 
Krümmung der kürzesten Linie ergeben. Eine Abweichung von jenem ersten 
Prineip, das wenigstens an jeder Stelle der Karte einen bestimmten Massstab 
bedingt, kann freilich nur das Uebel verschlimmern; aber dennoch bleibt es 
wünschenswerth, unter der grossen Anzahl conformer Abbildungen, diejenige 
heraus zu wählen, welche in jedem gegebenen Falle die geringste Verzerrung 
des Bildes hervorbringt. Nun wäre zuerst festzustellen, wonach jene Verzer- 
rung abzuschätzen sei. Herr #. Weber hat in einer interessanten Abhandlung *) 
den Fehler einer Stelle der Karte zu definiren gesucht als den Logarithmen 
des Verhältnisses der dort stattfindenen Vergrösserung zu der als Einheit 
angesehenen Vergrösserung in einem willkürlich gewählten Nullpunkte, und 
hat nach dem Principe der Methode der kleinsten Quadrate das Minimum 
eines Integrals gesucht, dessen Element das Quadrat jenes Logaritlhmen mul- 
tiplieirt mit dem Elemente der abzubildenden Fläche ist. Doch hängt, wie Herr 
Weber gezeigt hat, die Lösung dieser Aufgabe von der Integration einer ver- 
wickelten partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung ab. Man könnte 
statt des Logarithmen, auch das um die Einheit verminderte Verhältniss der 
Vergrösserung selbst als Fehler betrachten, und hätte dabei den Vortheil, dass 
die Summe der Fehlerquadrate, welche einer Abbildung zukommen, zu der- 
jenigen, welcher die Zurückführung des Bildes auf das Original unterworfen 
ist, einfach in dem Verhältnisse des Quadrats der Vergrösserung in dem will- 





*) Dieses Journal Bd. 67 pag. 229. 
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kürlichen Nullpunkte steht. Doch ist die Lösung dieser Aufgabe nicht ein- 
facher als die der obigen, und führt ebensowenig zu brauchbaren Resultaten. 

Es scheint dagegen. als wenn die geringere Treue der Abbildung 
einer Fläche nicht unmittelbar durch die Verschiedenheit des Massstabes be- 
dingt werde, sondern vielmehr durch die Verzerrung der Contouren, insbe- 
sondere durch die geodälische Krümmung, welche die geodälischen Linien des 
Originals auf dem Bilde zeigen, wie übrigens auch durch die Anforderung 
der Kartenzeichnung bestätigt wird. Man findet nun, dass an irgend einer 
Stelle des Bildes diejenigen geodätischen Linien des Originals, welche senk- 
recht zu einer Curve gleicher Vergrösserung stehen, keine, die von der Curve 
berührten die grösste Krümmung erhalten; dass ferner diese grösste Krümmung 
ausgedrückt werde durch die Schnelligkeit, mit welcher sich auf der abzu- 
bildenden Fläche die reciproke Vergrösserung in der Längeneinheit ändert *). 
Jener grösste Werth der Krümmung der geodätischen Linien, welche durch 
einen Punkt des Bildes gelegt werden können, empfiehlt sich demnach als ein 
sehr geeignetes Mass des Fehlers an diesem Punkte. 

Man wird, um möglichst kleine Fehler zu begehen, ein Integral zu 
einem Minimum machen müssen, dessen Element das Flächenelement des Bildes 
multiplieirt mit dem Quadrate der grössten Krümmung in demselben ist. 

Wir beschränken zunächst nicht die Art der Flächen, auf welchen 
sich das Original und das Bild befinden. Sind Z und « die Coordinaten eines 
Punktes des ersten, T und U die Coordinaten eines Punktes des zweiten, und 
sind # und a so beschaffen, dass sie beliebigen Constanten gleich gesetzt, zwei 
Systeme zu einander senkrechter isothermer Linien auf den Flächen geben. 
gilt ferner dasselbe für T und U, so kann man bekanntlich T+Ui als eine 
Funelion von f-+ai darstellen: 

T+Ui = f(t+u), 
wenn die Abbildung in den kleinsten Theilen ähnlich sein soll. Die Kerr 
erösserung m ist sodann der Modul von x A -f(t-+ui), oder es ist lgam-+-4Ig- - 


der reelle Theil von Igf’(t-++wi), wenn die Linearelemente dS und ds auf den 
beiden Flächen durch die Gleichungen 

dS’=N(dT+dU), d’—=n(dt+du) 
vegeben sind. Nun ist das Maximum der Krümmung in einem Punkte des 


*) Es kann dıes übrigens aus einer Formel von Herrn Weber p.232 a. 0. ge- 
folgert werden, in welk ‚her nur statt des Factors 2 der Factor —1 zu setzen ist, wie 


nach mündlicher Mittheilung Herr Weber selbst bereits bemerkt hat. 
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) 1 om Om’ .. ER 
jildes E= e a ); das Flächenelement des Originals ndtdu, das des 


jildes m »dtdu; also muss das Integral: 


vr ar ) - de Olem N ) Jar au, 


über den Raum der abzubildenden Fläche ausgedehnt. ein Minimum werden. 
und ausserdem der Logarithme von m und seine Dilferentialquotienten in Be- 
zug auf Endlichkeit und Stetigkeit entsprechenden Bedingungen wie das 
Potential elektrischer Massen genügen, wie Herr Weber a. a. O. ausführlicher 
entwickelt hat. Führt man für logm die Grösse q ein. so erhält man durch 


Variation des Integrals die Gleichung: 


.yr Pr r ), % öy 
VE 3 r BE =  )dtdu 0 


und nach theilweiser Integralion 


" oög 0 0g 1 [Js fe ku wi: "oq\ \ 
0 Ja er I du NZ _ a5 tar) dt du. 


Die einfachen Integrale. welche sich auf den Umfang der Fläche beziehen, 
können in ein Integral verwandelt werden, welches über diesen Umfang aus- 


oedehnt ist, nämlich 


wo do das Linearelement des Umfanges, p die Normale auf demselben ist. 
Das Doppelintegral verschwindet, weil g—+% log (—), also auch dy der Summe 
einer Function von f+wi und einer andern von f—wi gleich ist, also die 


Gleichung: 
tier Me Br 


ct’ cu‘ 





in der ganzen Ausdehnung der abzubildenden Fläche erfüllt. Am Rande muss 
dq, welches übrigens eine willkürliche Function von f und « ist, der Bedin- 


"  oög 
Ja. = do — 0. 


wenn q, eine constante Grösse ist, da dieses Integral durch Integration von 
I (c’ög , o’di r r 
NZ - er 4) dtdu erhalten wird. Das über den Umfang ausgedehnte In- 
ol © - he 


tegral kann also nur dadurch Null werden, dass wir q auf dem ganzen Umfange 


sung genügen: 
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einer constanten Grösse q, gleich setzen, oder die Abbildung zeigt im Innern 
die kleinste Verzerrung, wenn die Vergrösserung auf dem ganzen Umfang den- 
selben Werth behält. 

Zugleich ist durch diesen Grundsatz die conforme Abbildung mit mög- 
lichst kleiner Verzerrung vollständig bestimmt. wenn der Logarithme der Ver- 
grösserung im Innern noch die oben erwähnten Bedingungen erfüllt. Soll 
z. B. die beste Abbildung eines Theils einer Kugel (der Erde) auf eine Ebene 
gesucht werden, so seien £= die geographische Länge. # = « der Logarithme 


J 


der Tangente des halben Polarabstandes. und der Radius der Kugel =1; 
ferner T=zx und Ü=y rechtwinklige Coordinaten in der Ebene, so ist 


N e’— ee“ x” 
er ” 


nz 


n 


/ 2m 2 
(——) muss auf dem Umiange des abzubildenden 


und die Grösse 3 =| 
An su e- 


Jg 


“ .. * er — e7« * * * [ [ [3 
Stückes gleich - 1, —) sein, und im Innern der Differentialgleichung: 


no 


2 8 
0% 0% 
- = 0 





nn — 


i 


ca ep 
genügen. Die Lösung dieser Aufgabe für den Aequator als Begrenzungscurve 
ist die stereographische Projeclion; für zwei Parallelkreise erhält man eine 
von Gauss *) angegebene Projectionsart, welche in Mercators Projection über- 
geht, wenn beide Parallelkreise gleich weit vom Aequator abstehen, und welche 
Mercators Projection für nahezu die ganze Erdkugel ergiebt, wenn diese 
Parallelkreise zugleich sehr hohen Breiten, z.B. 85, zugehören. 

Es schien mir interessant und für die Kartenzeichnung wichtig, die- 
selbe Aufgabe für zwei Meridiane als Begrenzungscurve zu lösen. 

Betrachtet man hier « und g wie rechtwinklige Coordinaten, so redueirt 
sich die Aufgabe darauf, den Werth von 3 für jeden Punkt eines durch zwei 
parallele Linien begrenzten Streifens zu finden; und diese letztere Aufgabe 
lässt sich bekanntlich wie das Potential nach Greer auf die Aufsuchung eines 
Integrals der Differentialgleichung zurückführen, welches am Rande verschwindet 
und im Innern einer stetigen Function von « und y, um den Logarithmen der 
Entfernung von jenem Punkte vermehrt, gleich ist. Ich werde das letztere 


Integral die Greensche Function nennen. 


*) Allgemeine Auflösung der Aufgabe, die Theile einer gegebenen Fläche auf 


einer anderen abzubilden. 10, 
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Den Bedingungen dieser Function genügt der reelle Theil der con- 


vergenten Reihe 
D— y-+ila— A) 





1 — 
Ä ( I p-hila 1) \. m. 2nb 
r - 4 — 
°\b— p— P-—ila—A)/ DE A f P+-9p—b-+il@—A) |’ 
2nb 


wo 5b die Breite des Streifens, A und > die Coordinaten jenes Punktes, von 


einem der Mitte des Streifens gelegenen Punkte an gerechnet, sind, und 


die Summe über alle positiven und negativen Werthe von » mit Ausnahme 


der Null auszudehnen ist. Durch Summirung der Reihe erhält man die Green- 


sche Function gleich dem reellen Theile von 


t 


(A—atiig « ) —(A—a hi y «J)b Er 
‚ e m e 2) 
(1.) wo — lo —n - 
. - . 
(A—a4 ı(y 1 P- by). (d—a--ı y- $-—-b ) - 5 
e P b. e 2b 


Man erhält übrigens die obige Reihe, wenn man den Punkt (A, $) an beiden 
Grenzlinien spiegelt, und zu dem Logarithmen der Entfernung irgend eines 
Punktes von dem Punkte (A, &) den Logarithmen der Entfernung von dem 
ersten, zweiten, etc. Spiegelbilde positiv oder negativ hinzufügt, je nachdem 
die Anzahl der Spiegelungen eine gerade oder ungerade war, analog einer 
von Herrn Kirchhoff beider Untersuchung der Vertheilung elektrischer Ströme in 
einer ebenen Platte angewandten Methode *). Soll nun s an den Grenzlinien 


= (77) 


sein. so erhält man für z im Punkte (A, &) den reellen Theil von 


wo die Integration über beide Ränder auszudehnen und p die nach aussen 
gerichtete Normale auf dem Rande ist. Dies giebt: 


A —) da 


es 9) 
(3.) 3 er & 1 - 7 j 
b (A-aHP) — (A—a-+i PP) — 
"+ e 6 


_, e 














Ist hier z.B. b=n, so kann man in dem bestimmten Integral für « 
y+A+i$ = y-+r substituren und in Beziehung auf r differentiiren; man 
erhält alsdann einen Ausdruck, der sich unbestimmt integriren lässt, und nach 


Pr Mitgetheilt von Herrn Quincke (Poggendorffs Annalen 97, p. 352) bei der Be- 
rechnung seiner Versuche über die Stromvertheilung in einer rechteckigen Platte. 


ı9* 
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Einführung der Grenzen und Integration in Bezug auf r: 


AH { PN 


\ PER >) B i re 3 
Dieser Fall entspricht der Abbildung der Halbkugel nach stereographischer 


2 * . . * b * h * 
Projection. In allen Fällen dagegen, in welchen — einem Bruche P gleich 
, ı 


ist, dessen Nenner A ungerade, lässt sich das Integral (3.) durch Zerlegung 
von (e—e”*\ in h Factoren, und durch Zerfällung des Bruches in A Partial- 
brüche. in Integrale zerlegen. welche mit der Form von (3.) für br über- 
einstimmen. und ebenso integrirt werden können. Nur, wenn A gerade ist, 
siebt die Zerlegung in Partialbrüche nicht wieder Partialbrüche derselben 
Form, und das bestimmte Integral führt zu höheren Transcendenten. 

Setzt man b=2n, so erhält man eine Darstellung der ganzen Kugel, 
die treuer ist als Mercators Projecetion, welche letztere übrigens streng ge- 
nommen gar nicht die ganze Kugel darzustellen im Stande ist. 

Die Vergrösserung ist hier gleich dem Modul von 


a a a. cosai 
(9°%.) e’cos(a) = % Paar iur 
Scos’ (4+ al ai) cos’ l (H- wer ai) 


+ 2 ’ 2 ei EEE ae 
5.) z+yi wird / 2 d(a+gi) = —(e+w)+2y2(e gt) 














7 
wo 
.»ı ß Oo 1— M op 
sin cs +} cosÜF cos (45 — €) 
gu = —— PR 
5 3 Ze 2 age 2 
cs—+ cos rn Y2cosd# 085 -+- Ycos.#cos (45 -1- +) 
und 9 die geographische Breite bedeutet. 
’ st . . 
Die Annahme b=- giebt eine sehr gute Darstellung des sechsten 


Theils der Erdoberfläche mit dem Minimum der Vergrösserung 3 in der Mitte. 
auf die Vergrösserung am Rande als Einheit bezogen. Man erhält: 











na n u: 
gt ——ei g— ——ai 
pV—ei 3 ’ 
6b.) 2 !lgcos( 7. )—21gcos —,- —2Ig 3 —1.2, 
” I) 
2% | un | 
{ rt yü — (ee) L2o+2ui), 
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wenn 


l | vos (a 


a ) “Os vi 


| cos(a | 2) con 


oder bequemer zur logarithmischen Berechnung 


: colg u 
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J | cos 1 cos ı) 


vi.sınd 


r 


Ya 1 a + nn _  a\ 
lo, Ip 2 tl 5)» vu, Ip 2 tor Fra 5): 
. ‘ı - [2 } / 
sın 2u, “ir Zu 4 
‚1 } MB | N l | 7 (u, | H,). 
[#» v2 
sin a 


| sin ( 5 | a) 


‘) 
y:-zcolg sin (a, — u,)cos(u,-} u,)- - 


ER ._ 
sın 7 ad ).sınzu, 


7 Nu. /n Da 
sın\7 Ha).sin2u, 


Besteht die Begrenzung aus zwei Meridianen und zwei Parallelkreisen. 


so ist die Greensche Function, welche innerhalb des aus denselben gebildeten 


Vierecks einer stetigen Function vermehrt um den Logarithmen der Entfernung 
vom Punkte (A, P) gleich ist, und am Rande verschwindet, für den Punkt 


(@,gy) der reelle Theil von 
& F(a—A-tilp- -P))dla--A— 
5 G, (@e--A— 2a, ti (p 


‘<)) F (a@- 


m 


[43 


0 


Hilp+®)) 


A--ilo + D})’ 
A--igp- D) 


unter Benutzung der in Briot und Bouquets "Theorie der doppelt periodischen 


Funetionen angewandten Bezeichnung. 


Es sind hierin & = 


co, und g=0 die 


Coordinaten des Mitlelpunkts des betrachteten Vierecks, «= «,+ |w diejenigen 


! 
(u) 


der begrenzenden Parallelkreise, y = + ; diej 


enigen der begrenzenden 


Meridiane, ® und w' die Perioden der aus den 9-Functionen gebildeten ellipti- 


schen Functionen. 
Das obige Resultat, welches im Wesentlichen 


mit dem von Herrn Joch- 


mann”) für die Vertheilung elektrischer Ströme erhaltenen übereinstimmt, lässt 


sich mit Hülfe der Spiegelung des Punktes (A, $) 


an den vier Rändern und 


durch Summirung einer Reihe von Logarithmen ableiten. aber auch direct in Be- 
zug auf die vorgeschriebenen Bedingungen für den Rand und das Innere prüfen. 


Die Auflösung der vorliegenden Aufgabe kommt also nach Gleichung 


‘) 


 . 


auf 


ein über die Grenzen ausgedehntes bestimmtes Integral zurück. in dessen 


Element sich 9-Functionen befinden. 


*) Schlömilch, Journal X, p. 48. 
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Es bliebe noch ein anderer Weg übrig, nämlich unter den bekannten 
einfachen Projectionsarten diejenigen auszuwählen, für welche eine Linie gleicher 
Vergrösserung nahezu mit dem Rande der Karte übereinstimmt. Solche ein- 
fachen Projectionsarten sind z. B. die von Lagrange vorgeschlagenen, bei 
welchen die Meridiane und Parallelkreise wieder Kreise werden, und welche 
im Allgemeinen, abgesehen von Constanten, welche nur eine Verschiebung der 
Coordinaten oder Veränderung des Massstabes bewirken, durch die Gleichung: 


, A, ’ a. 
(8.) ey = [5 (y+ ei] 
„ie 
dargestellt werden, wo « und g dieselbe Bedeutung haben, wie oben, und 
> und 4 willkürliche Constanten sind; dieselben mögen für unsere Zwecke 
reell sein. 


In der That geben die Normen der beiden Seiten der Gleichungen: 


cos — (p—ei— Pi) 


A 





+ yi+cotgki(P+e) = ; N 
cos z (g-+ ei Pi).sinki(@ +) 


2 
cos (p— ei— Pi) 





+ yi+colg ig = n 
cos 5 (p + ei-+-Pi).sinAp 

einander gleich gesetzt, Gleichungen von Kreisen für die Längen- und 
Breitengrade. 

Die Curven gleicher Vergrösserung sind für diese Projectionsarten 
allerdings nicht sehr einfacher Art; und es wird auch hier in den meisten 
Fällen sehr schwierig sein, die willkürlichen Constanten A und ? so zu be- 
stimmen, dass eine solche Curve in der Abbildung mit dem Rande der Karte 
nahezu übereinsiimme. Man wird es deshalb in der Regel zweckmässiger 
linden, die Bedingungen kleinster Verzerrung nur auf die nächste Umgebung 
des Mittelpunkts der Karte zu beschränken; d. h. dafür zu sorgen, dass die 
Vergrösserung auf dem Umfange einer sehr kleinen Ellipse von gegebenem 
Axenverhältnisse, deren Mittelpunkt im Mittelpunkte der Karte liegt. unver- 
ändert bleibe. Hierzu ist zunächst nöthig, dass die Vergrösserung im Mittel- 
punkt der Karte ein Maximum oder Minimum habe, oder wenn der Mittel- 
punkt die Coordinaten «= @,, 9=0 hat, dass die Gleichung erfüllt wird: 


KM 2 
ig 2 (RX + P) = 4 . ig &,, 
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oder: 


Ä es (A+-I) + er%(A—1)\ 
(9.) ,(a,-+ PP) (I; DErSIEE 1) 


In der Nähe des Mittelpunkts ist die Vergrösserung: 
R 1 w—Ä a 1 ”—I1N 
m = 1 de ( . ) Id ( IE: "hen . 
| (e% | e a)” 4 ' / (e&s 4 e=%)" 2 J 
Soll also in einer kleinen Ellipse mit constanter Vergrösserung das Verhältniss 
der westöstlichen Axe zur Meridianaxe wie a zu 1 sein, so hat man nun 


noch zu setzen: 


4 da a” ’ 





(es + ee)’, (A’— 1)  A—e 
| i 


oder wenn stalt «, die Breite 9, eingeführt wird: 


RB: ge = 


co ra 
wodurch A bestimmt wird, während aus (9.) # abgeleitet werden kann. 

Ist « unendlich gross, so erhält man die von Lambert und Gauss vor- 
eeschlagene Projectionsart, bei welcher die Vergrösserung längs eines ganzen 
Parallelkreises constant ist; A wird gleich sinY,. Ist « der Einheit gleich, 
so erhält man die stereographische Projeetion, weil #7 —1=0 wird. 


Heidelberg, den 7. März 1570. 

















Bemerkungen zur Determinanten - Theorie. 


(Von Herrn Kronecker.) 





Auszug aus Briefen an Herrn Balitzer. 


. . Ihrer Aufforderung entsprechend sende ich Ihnen Bemerkungen 
über einige Punkte der Determinanten- Theorie, welche Sie freilich nur zum 
Theil bei Bearbeitung der dritten Auflage Ihres Lehrbuchs werden benutzen 
können, da der Druck des Werkes Ihren Mittheilungen nach schon weit vor- 
geschritten ist. Dabei werde ich durchweg von einigen bequemen Bezeichnungen 
Gebrauch machen, die ich in meinem Aufsatz „über bilineare Formen“ (Bd. 68 
dieses Journals) eingeführt habe, nämlich erstens die Determinante von n’ 
Grössen: a,. einfach durch das Zeichen: 

a. 
darstellen und zweitens: 
Ö;; gleich Eins oder gleich Null 
setzen, je nachdem die beiden Indices © und # einander gleich oder von ein- 
ander verschieden sind. 


I. 


An Stelle des Satzes 7, pag. 33. der zweiten Auflage Ihres Lehrbuches 
habe ich in Vorlesungen, welche ich im Winter 1864 an hiesiger Universität 
gehalten habe, folgendes allgemeinere Theorem gesetzt: 

Es seien a, füri,k=1,2,...» beliebige »’ Elemente, ferner sei für m <n: 


Aus An +. Am | 
| d;, b) Ad g le dl; | 
5 ı=d 
| | 
| A nı ’ An? ’ RE U um | 
und für irgend welche Indices :, %: 
'4jıs da» a. Uns dı; | 
IMs Any Am Or 
3 | das 
| Uns A n2» . €... Um» Un 


ii. 
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endlich sei: 
Cu -4,.d—d,, (,k=1,2,...0). 
Alsdann bilden die »’ Elemente e,, ein System, für welches sämmtliche 
Unterdeterminanten (m -+ 1)°' Ordnung identisch verschwinden. 
Wenn man nämlich für r=1,.2,... m mil b,, den Factor von a,. in der 


Entwickelunge von d, nach den Elementen der letzten Horizontalreihe be- 


zeichnet. so dass: 


de u. + DZ: d,, 
’ 
wird, so ist: 
= -3a,..b,; 
I 


das System der Elemente e entsteht also aus der Zusammensetzung eines 
Systems a, in welchem die letzien (a— m) Vertikalreihen fehlen, und eines 
Systems b, in welchem sämmtliche Elemente der letzten \n—m) Horizontal- 
reihen gleich Null sind. und hieraus folgt unmittelbar die Richtiskeit des 
obiven Theorems. 
Nach der Definition der Grössen d,. ist ollenbar identisch : 
d,=V und also: = 4..d, 

sobald nicht beide Indices ö und %k grösser als m sind. Ist also das System 
der Elemente «a,, so beschaffen. dass auch die 'a— m)‘ Determinanten d,.. in 
denen @ und k grösser als m sind. verschwinden, so ist für sämmtliche Indices i, k: 


6. >= 8; 


folglich werden — vorausgeseizt. dass d von Null verschieden ist -— nach 
obigem Theorem für ein solches System a, sämmtliche Unterdelerminanten 
(m-+1)°ter Ordnung gleich Null. Hiermit ist die Richtigkeit des im Eingang 
erwähnten Satzes dargelhan, und ich will nur noch die Bemerkung hinzufügen. 
dass für aus beliebigen Elementen a in der oben angegebenen Weise gebildete 
Grössen b die Gleichung: 

—b, = 0,.d 


besteht, sobald der Index s nicht grösser als m ist. 


11. 


In Bezug auf den Inhalt des $. 12 Ihres Lehrbuches, welcher von den 
F . Ide armin« N h: lel habe iel I} N -erschiede ı Da u u . 
unclionaldelerminanlten handelt. habe ich Ihnen verschiedene Bemerkuneen zu 


machen, die ich zur besseren Uebersicht in mehrere Paragraphen sondern will. 


Journal für Mathematik Bd. LXXII Heft 2. 20 
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$. 1. 


Wenn » Grössen: 7,1, Tuors 0, als Funelionen der » Variabeln: 
is 23, ... 2, Implieite durch die » Gleichungen : 
ı 0 (‘ kl, 2,140) 


definirt werden. so ist die Functionaldeterminante: 


Fila, 50... & 


N 


| O1u4 


| n | (1, l n) 
I Ork | 
durch die Gleichung: 
| | Or, hi I) 
A.) F....||—| = (-1)*.|F,| 
( | s,n ya | | OX% \ in 
bestimmt, in welcher: 
r OF, 
F;, = u— (r en 
OL, 


zu nehmen ist. Da nämlich für die Unterdeterminanten: D,, des Systems von 


n' Grössen: F,,,, die Formel: 


in 
Z Du. Funyn = On | Fans] ar. 
besteht, so kommt, indem die Gleichung: 
ZF.de,. = 0 (r—1,2,...2n) 
mit D,, multiplieirt und über i=1,2,...r summirt wird: 
IF, ...]. day, Bu =D. Fade, (‚i=1,2,...0)% 


Der partielle Differentialquotient von x,;, nach x; wird hiernach durch die 
Gleichung: 


N OXa+h ra y' 
IF..+.|- Or En - D,..Fi 


bestimmt, aus welcher mit Hülfe der Multiplicationsregel und der Relation: 
ıy' n—1 
ID. = [Fur] 
die obige Formel (A.) (ef. pag. 128 Ihres Buches) unmittelbar resultirt. 
Wenn speciell: 


\ 





ist. so ergiebt die Formel (A.): 
OXa+i | I of | 
_ — | u - — | 6 
Orr | N of; | 


Wenn ferner zur Erledigung des Inhaltes von Art.2, $. 12 Ihres Buches F 





on 


ie 
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so angenommen wird, dass darin die Variabeln: ,. ,. ... rn, , fehlen. so wird: 
1, | I", 2 In Pee Piz v 
Wenn endlich für ı Bi 0 00m 
Flo Dan ou Dan Br tea Birne Bari) 


ist, so hat man überdies: 


LA —1)", 


und die Formel (A.) redueirt sieh für diesen Fall auf: 


wie pag. 120 Ihres Buches. 


$.2. 
An Stelle des Art. 3 $. 12 Ihres Buches möchte ich Ihnen folgende 
Eintwickelung vorschlagen. Es seien fi, 5» -. /„ eindeutig definirte Kunetionen 
der » Variabeln: ,. ı,. ... .r, und » m. Die Funclionen f seien so be- 


schaffen, dass nicht sämmtliche aus den m.» Ableitungen: 
of, 

WE / 

Fipn 

zu bildenden Determinanten m“ Ordnung verschwinden. Alsdann lassen sich 
natürlich (»— m) NWunctionen: fs fni2s - +» /. hinzunehmen, so dass die 


Functionaldeterminante der » Funetionen f von Null verschieden ist. Be- 


I} 


zeichnet man die Unterdelerminanten derselben mit: 4,. so ist: 
fi A, Oyr-\ fa) (Ih... 1,2....#). 
Wenn nun eine Function f,(@,, X, ... x,) die Eigenschaft hat, dass sämmtliche 
aus den z»(m--1) Ableitungen: 
a ne A Gm... 


zu bildenden Determinanlen (m-+1)'t* Ordnung verschwinden, so ist d 


—. 


Functionaldeterminante der » Funcelionen: 


fo» fı» 5 Du Far Biss ur1J + *’»+ f: (1 1, 2,...(n—m)) 
gleich Null, also: 
i—n 


(B.) Du -Arars 0. 
; l 


Denkt man sich an Stelle der Variabeln: x neue Variabeln: y eingeführt, 


die durch die Gleichungen: 


y=fi(Cıy Orr... 7) Gl, 


20 * 
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bestimmt sind, so erhält man für die Differentialien die Relation: 
ful.de, = 3 4,.dy, (ke d.cın). 
Für das vollständige Differential von fi gilt hiernach die Gleichung: 
(©)  Ifr]-dfı =. ar. N 70 


in welcher die auf % bezügliche Summation vermöge der Gleichung (B.) auf 


die Werthe: A m beschränkt werden kann. Es ist also fu (a1. 0, ..:2,). 
als Function der Variabeln y betrachtet, nur von den ersten m Variabeln y 
abhängig, von den (2— m) folgenden aber unabhängig; und dies ist wie 
sich aus dem Vorstehenden ergiebt — eine n»olhwendige Eigenschaft der 


Function f,, während es evident ist, dass dieselbe Eigenschaft auch hinreicht, 
um die über f, gemachte Voraussetzung zu erfüllen. 

Die hier angegebene lediglich formale Aenderung der Jacobischen 
Deduction (Jacobi de determinantibus functionalibus $. 6 und 7) führt nur zu 
dem Resultat: wenn sich eine Function: f,(z,. X, ... r,), für welche sämmt- 
liche aus den »(m+1) Ableitungen: 


far fu: BE Fni (i me a) 


zu bildenden Determinanten (m-+1)‘t® Ordnung verschwinden, als Function der 
durch die Gleichungen: 


y = ACT Pe (=1,2,...n) 
definirten Variabeln y ausdrücken lässt, so gehen in diesen Ausdruck die (n—m) 
letzten Variabeln: Y,„;ı- Yaz2> --- Y„ nicht ein. Der hier vorausgesetzte Um- 
salz der Variabeln x in die Variabeln y, welcher einer wirklichen Elimination 
der » Grössen x aus den (»n+1) Gleichungen: 


Yı une Fl Lars ©) (kh=0,1,2,...0) 


eleichkommt, ist aber nicht immer stalthaft. Denn es giebt Beziehungen zwischen 
(Grössen. welche durch Beziehungen zu andern Grössen vermittelt sind, und bei 
deren Definition eine solche Vermittelung unvermeidlich ist, d. h. also, es giebt 
Fälle. in denen eine Elimination unmöglich ist, wie das einfache Beispiel der 
beiden Gleichungen: 


x = sine, y= sinav 


zeigt. aus denen e — wenn a einen irrationalen Werth hat — nicht wirklich 
eliminirt werden kann. Die obige aus dem Verschwinden der »(m+1) Ab- 
leitungen: 

fü; 


fu» Fi 
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hergeleitete Folgerung ist also nieht vollkommen alleemein. und es ist des- 
halb eine neue, für alle Fälle passende Formulirung des Resultates zu geben. 
deren Auseinandersetzung die folgende, mehr auf das Wesen der Sache ein- 


gehende Deduetion gewidmet ist. 


. s) 
S. 9. 
Es seien $,;12 Ins »:» 1, irgend welche eindeutire Funelionen der 


n Variabeln x, jedoch, so dass die Functlionaldeterminante der » Functionen: 


e " 


> BB + rn er > 
nicht identisch verschwindet. Ferner sei für irgend ein specielles Werth- 
system (S): 
hr + 2 ind. u, 
Ich führe nun unter Beibehaltung der Variabeln y,„.1> Yanıs» »:- Yu an 
Stelle der m Variabeln y,, %, -.. 9. die durch folgende Gleichungen delinirten 


Variabeln z ein: 


: ge nz — N : f . 2 ; Fe 
fı (215 225 - -- 2) Yı, fi Bo 224 +++ Du) Y:» ... A Zıs 214 +». Do, Um; 
Mi | ı(3, “ 2 ) b) ... 2.) _ f m} 1» E 4 „| 3} ° FE ... 2) -— f m- ? " . . . E 2} ” 2 yo... Du, f n 


Die » Variabeln z vertreten wegen der zwischen ihnen bestehenden 
(n—m) Gleichungen nur die Stelle von m unabhängigen Variabeln, und die 
Formel (€.) des vorigen Paragraphen zeigt, dass das vollständige Differential 
von f, nur die Differentiale: dz, nicht aber die Differentiale: 

ie: Mai! 561.0 
enthält. Dieselbe Eigenschaft kommt also auch dem vollständigen Differentiale 
des Ausdrucks: 
fl, 2, + ©) -folsı> 54 - -- 3, 

zu, welchen ich einstweilen mit f bezeichnen will. Diese Function f, welche 
gleich Null ist, sobald das System (r) mit einem System (z) zusammenfällt, 
bleibt demnach gleich Null, wenn man von einem solchen System \r aus- 
gehend zu einem andern System (z’) übergeht und aber dabei die \Werthe 
der m Functionen: 


aaa plan ah - ++ isn: + 2 


festhält. Da man nun ein beliebiges System \r) unter Festhaltung der Werthe 
der Functionen fi, fi, -.. f„ in ein System (z) stetig übergehen lassen kann, 
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d.h. in ein solches, für welches: 


Fr Er Pn+i ’ fn+2 en Pnm+29 ie fı . Pa 
wird, so giebt es für jedes beliebige System (x) auch ein System (z), für 
welches die Gleichungen: 
las a BR id A er: 
und: 
BE, u, 8) a ns) 
erfüllt sind. Der Zusammenhang, welcher zwischen den (m-+1) Functionen 


von » Variabeln x: 
er ee ar A Be + Bi } 


unter der Voraussetzung besteht, dass sämmtliche aus den »(m-+1) Ableitungen: 


[> fü» BF Fu G=1,2,...n) 
zu bildenden Determinanten (m +1)ste Ordnung verschwinden, lässt sich also 
vollständig dadurch charakterisiren, dass derselbe Zusammenhang bestehen 
bleibt, wenn man zwischen den » Variabeln x irgend welche (a—m) Glei- 
chungen, wie z: B. 
fm+ı (215 Upper. X.) — On) ++» T, (2, Ton... =.) =p, 


festsetzt. 
Die vorstehenden Erörlerungen lassen sich für den Fall: n„=3, m=2 


oeometrisch anschaulich machen. Wenn nämlich 


S=fu(t, y, 2) n=fi(®, y, 2), C=fi( »Y» 3) 

veseizt wird, so wird dadurch der Raum ($,7,{) auf den Raum (x, y, 3) be- 
zogen. Ist nun aber die Functionaldeterminante von (fu, fi. fz) gleich Null, so 
erhält man — sämmtlichen Punkten (x, y, 3) entsprechend — nicht den ganzen 
Raum (S, 7, &), sondern nur eine Fläche darin, diese aber unendlich oft. Eben 
dieselbe Fläche erhält man aber schon, wenn man nur diejenigen Punkte 
(z, y,3) nimmt, zwischen deren Coordinaten eine beliebige Gleichung besteht, 
d. h. also wenn man nur die auf einer beliebigen Fläche liegenden Punkte 
(2, y, 3) nimmt und die diesen entsprechenden Punkte (S,7,{) aufsucht. 


I. 


Während in den meisten Lehrbüchern der analytischen Geometrie zu- 
vörderst die Punkteoordinaten und erst nachher die in der Gleichung der Ebene 
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vorkommenden Coefficienten als Ebenencoordinaten definirt werden, dürfte es 


angemessener erscheinen, von vorn herein — wie ich es in meinen Univer- 
sitätsvorlesungen gethan habe — die beiden Arten von Coordinaten gleich- 


zeitig einzuführen, geometrisch zu erläutern und damit zu einer zwiefachen 
Interpretation homogener Gleichungen mit vier Variabeln zu gelangen. 


$. 1. 


Wenn die vier Eckpunkte eines Tetraeders mit 1, 2, 3, 4 und die 
gegenüberliegenden Ebenen resp. mit I, II, Ill, IV bezeichnet werden, und 


wenn ferner: 


(1V), (22V), (38V) (4V) 

die kürzesten Abstände irgend einer Ebene: V von den vier Tetraederecken und: 
(15), (H5), (5), (IV 5) 

die kürzesten Abstände irgend eines Punktes: 5 von den vier Tetraeder- 


flächen bedeuten, so können die Quotienten: 

(15) (II 5) (III 5) (AV5) 

In’ MY)’ aus)’ AWVH 
die Punktcoordinaten des Punktes: 5 und ebenso die Quotienten: 

(1 V) (2V) (3V) (4V) 

AD’ @WmD’ IM)’ (@IV) 
die Ebenencoordinaten der Ebene: V genannt werden. Die Vorzeichen der 
Abstände werden bestimmt, indem für jede Ebene eine positive und negative 





Seite unterschieden wird. *) 
Da der Abstand eines variabeln Punktes: 5 von einer festen Ebene: 


V eine lineare homogene Function der vier Punktcoordinaten des Punktes: 5 


sein muss, so hat man die Gleichung: 


(15) (IT5) (III 5) 1 
Amt amt 4 my tig — ND 


in welcher die Constanten: A am einfachsten dadurch bestimmt werden, dass 


*) Man kann auch statt der obigen Quotienten die Abstände eines Punktes von 
den vier Tetraederflächen selbst als Coordinaten desselben einführen und dabei statt 
der kürzesten Abstände auch solche nehmen, welche in vier bestimmten Richtungen 
zu messen sind, ebenso können die in vier vorgeschriebenen Richtungen gemessenen 
Abstände einer Ebene von den vier Tetraederecken als Ebenencoordinaten erklärt 
werden; aber die obige Definition homogener Punkt- und FEbenen-Coordinaten ist 
für die folgenden Ausführungen bequemer. 
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man successive den Punkt: 5 mit den vier Telraederecken zusammenfallen lässt. 
Auf diese Weise ergiebt sich die Fundamentalformel: 

9 .\ (I5).(VN) su. 2) _ AM5).CVS) 4 CIVS).(VH _, 

RıY (11).(V5) 7 AA2).CV5)  (AL3).CV5) ° (AV4).(V5) ’ 
welche, wenn man die Coordinaten des Punktes: 5 resp. mit: @,, %s %, %;, 
die der Ebene V resp. mit: U,, U,, U,, U, und die vier Tetraederhöhen mit: 
hr. Ar. Ar. A, bezeichnet, in: 

(U) ZhwU, = (V5) (k=0,1,2,3) 
übergeht. In dieser Gleichung wird, sobald der Punkt: 5 in der Ebene: V 
liegt. die rechte Seite gleich Null, und dieselbe stellt dann ebensowohl die 
Gleichung der Ebene: V in Punkteoordinaten als die Gleichung des Punktes: 
5 in Ebenencoordinaten dar, während die Coefficienten, welche im ersteren 
Falle: AU und im letzteren: hu sind, ihre unmittelbare geometrische Bedeutung 
haben. — Lässt man in der Formel (%.) die Ebene: V ins Unendliche rücken, 
so erhält man die für die vier Coordinaten eines beliebigen Punktes bestehende, 
nicht homogene, lineare Relation: 
(B.) au el (k = 0,1, 2,3). 

Es besteht nun in analoger Weise für die vier Coordinaten einer beliebigen 
Ebene eine nicht homogene Gleichung zweiten Grades, zu deren Herleitung 
folgende Entwickelungen dienen mögen. 

Wenn man die Fundamentalformel (X.) mit: (V5) multiplieirt, als- 
dann darin statt des Punktes: 5 einen andern Punkt: 6 substituirt und die 
beiden hierdurch entstehenden Formeln von einander subtrahirt, so erhält man 


vermöge der Gleichungen: 








BY. 15) — (16) = (56).cos(IVD. <M5)—- (16) = (56).cos(1IVD, . 
die Relation: 
5) SL eos(IyD+ 2 eos IIVD+--- + cos (IV VD) = cos(V VI 
D. ——- (Cc0S -— — S | rn 4 —— N ve S ’ 
Tu 12 co t Ava °0®\ ) cos( ) 


Hier bedeutet (56) den absoluten Werth der Entfernung der beiden einge- 
klammerten Punkte und: VI eine zu der Richtung (56) normale Ebene. Für 
die unter dem Zeichen: cos stehenden Winkel sind stets die „inneren“ Winkel 
zu nehmen, d.h. diejenigen, welche von der positiven Seite der einen Ebene 
mit der negativen der andern gebildet werden, und welche demnach den für 
das Product beider Ebenen negativen „inneren“ Raum ausfüllen. Bei der 


rch die Relationen ‘2, eingeführten Ebene: VI ist die positive und negalive 
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Seile gemäss einer dieser Relationen zu bestimmen, aber in der Gleichung 
(&.) kann man von diesem Ursprunge der Ebene VI abstrahiren und diese 
Ebene selbst so wie ihre positive und negative Seite ganz beliebig annehmen. 


Bezeichnet man die vier Tetraederflächen mit: ,. %ı» >. %,. ferner 


die Ebenen: V und VI resp. mit f und f, so erhält die Gleichung (©.) folgende 


Gestalt: 
U Ir ik on 
(&.) ZU,cos(iy,) = cos(ff) (k = 0,1, 2,3) 
Wendet man diese Gleichung auf zwei parallele Ebenen f und f' an. zwischen 
deren Coordinaten: U, U’ die Beziehungen: 
p,( U—U;) = gs, U,—U, fü 2 
statthaben, so resultirt die speciellere Formel: 


Zy,cositg,) = O (k=0, 1,2, 


Wird endlich in (E.) für: fsuccessive: f, fu. $ı. P:. %; gesetzt. so kommt: 
ZU,.cos(ff)=1, ZU,cos(y,Y,)= c0s(fyp). ---, ZU,Cos(y,Y,) = c0os(fy 
und indem man in der ersten dieser fünf Gleichungen für: cos’fg,) die aus 
den vier folgenden Gleichungen entnommenen Werthe substituirt: 
DD) ZUUT,cos(y,g;) = 1 ‚k=0,1,2, 

Diese für die Ebenencoordinaten U bestehende Relation lässt sich noch auf 
eine andere Form bringen. Legt man nämlich durch eine der vier Tetraeder- 
ecken — z. B. durch den Punkt: 1 — eine mit f parallele Ebene. so sind 


deren Coordinaten: 


da nach den eingeführten Bezeichnungen: A,y,;=A,g; ist. Es kann also = 
der Relation (D.) auch die folgende genommen werden 
Z(yU,—y,U)yU,—g.U,) cos g,g 


welche auf die Tetraederebene: I selbst angewendet. deren Coordinaten: U 


U=-U=lU,=V0 sind, die Formel 
=g,9,008(y,$,) = 
ergiebt. 
Die Relation (D.) hat auch ihre Bedeutune für die Darstellung der 
Kugel in Ebenencoordinaten. Sind nämlich: w,. . m. ®; die Coor 


des Mittelpunkts, so findet für die Cooerdinaten: U jeder durch denselben 
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echenden Ebene die Gleichung: 
Eh, Ü; — 0 (k—=0,1,2,3) 
statt. während die Coordinaten: U jeder Tangentialebene der Kugel mit dem 


Radius: R durch die Gleichungen: 


hU, — U) = R (k=0,1,2,3) 
gegeben sind. Hiernach wird: 
Shu,Ü,; = RM (k=0,12,3) 


die Gleichung der Kugel in Ebenencoordinaten, welche nun mit Hülfe der Re- 

lation OD.) auf die erforderliche homogene Form zu bringen ist: 
ShhuuUU, = R. SU U,cos(y,g.). 

in welcher sämmtliche Summationen auf die Werthe: i,k=0,1,2,3 zu er- 


strecken sind. 


$. 2. 

Die im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln finden ihre An- 
wendung bei den Ausführungen, welche im $. 15 Ihres Lehrbuchs enthalten 
sind. Wird der kürze halber die aus den sechszehn Abständen von vier 
Ebenen (1. I. II. IV) und vier Punkten (5. 6,7,8) gebildete Determinante mit: 


'IJ. OD. II, IV) 


23 

bezeichnet. und setzt man in der oben im $.1 aufgestellten Formel (X.) suc- 
cessive die Punkte: 6. 7. S an Stelle des Punktes: 5. so wie die Ebenen: 
VI. VII VII an Stelle der Ebene: V. so erhält man sechszehn Formeln, aus 
denen unmittelbar die folgende Determinanten-Gleichung resultirt: 


I, I, DI, IV: ıV, VI, VIL, VII I. 11, II, IV] \V, VI, VIE VII 


. Bl Br user ern 


‘dd. 


—‘ 
- 
J 


I. II. II. IV 

11,2, 3, 4 
ist. weil die Punkte 1. 2. 3. 4 die vier Durchschnittspunkte der Ebenen 
I. II. III. IV sind. Nimmt man überdies die Punkte 5, 6, 7, 8 als die vier 
Durchschniitspunkte der Ebenen V. VI. VIi, VIII, so kommt: 
1.I.TIL.IV! ıV.VLVI.VIH 


BE 8 m. Zu 


— /11).(112). (113). (IV4) 


— (11/12/1133 1VA).(V 5 )(VI6J VITT)CVIIIS). 
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Wenn man aber die Ebenen V, VI, VII als rechtwinklige Coordinatenebenen 


annimmt und die Ebene VIII ins Unendliche rücken lässt, so erhält man aus («. 


m 5, u... A 
(b.) 6728|” aaa 1 (112) (IHI3)(IVA). 


wo (1234) und (9678) resp. die Inhalte der aus den eingeklammerten Punkten 


gebildeten Tetraeder bedeuten. Da nun im $.1 die Quotienten: 
(15) (I5)  AM5)  (V5) 


+} 

_—— - I -. — 
(11)’ Ad)’ am)” Ava 
*,‘ 


als die homogenen auf das Fundamental- Tetraeder (1234) bezogenen (Coor- 


dinaten des Punktes: 5 bezeichnet worden sind, so besagt die Gleichung (b.). 
dass die aus den sechszehn homogenen Coordinaten der vier Punkte: 5. 6. 7. S 


gebildete Determinante dem Quolienten: 
(D6TS 


(1234) 

gleich ist. oder also, dass jene Determinante das Verhältniss des Tetraeder- 
Inhalts: (5678) zu dem Inhalte des Fundamental- Tetraeders: (1234) darstellt. 

Wie in der Formel (b.) der Inhalt eines Teiraeders (5678) durch die 
Abstände der vier Eckpunkte von vier festen Ebenen: 1. II, III, IV ausgedrückt 
erscheint, so lässt sich derselbe auch durch die Abstände der vier Seiten- 
flächen von vier festen Punkten d. h.. also auch durch deren Ebenen - Coor- 
dinaten einfach ausdrücken. 

Die Formel (X.) des $. 1 lässt sich mit Hülfe der Relation (B.) auf 


folgende Gestalt bringen: 
Dan a BE nn u. Aue > O2 ae 5 
——((V1)-(V5))+ (V2)V5)H AH V3)-(V5))r2 5))-0 
av) (V5)) az )-(V5)) Ans ((\ 3)-(V5)) avay((Y4 V5))=0. 
Wenn man daher der Horizontalreihe: 

(V1)-(V5), (V2)-(V5) (V3)-(V5) (V4)-(V5 


x 





drei fernere anfügt, in welchen resp. drei neue Ebenen: VI. VII. VIII an 


Stelle der Ebene: V getreten sind, so erhält man vier Reihen von je vier 


Elementen, deren Determinante identisch verschwindet. 
> mit dem Durchschnittspunkte der Ebenen: VI. VII. VIII zusammenfallen. 


Lässt man den Punkt 


so besteht hiernach die Gleichung : 
D - (V5).D.. 


in weleher D die Determinante: 
NY \J. VI. Vul 


a wg 
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und D, diejenige Determinante bedeutet, welche aus: D entsteht, wenn man 
darin die erste Horizontalreihe: 

(VI), WR, WB (74) 
durch die Reihe 

1. 1. 1. I 
ersetzt. Wenn nun D,. D,. D, ganz analog definirt und die drei übrigen 
Eckpunkte des aus den Ebenen V. \1, VIl, VIll gebildeten Tetraeders durch 
die Ziffern: 6. 7. S bezeichnet werden, so gelten die vier Relationen: 
D=ıV5).D, = (V16).D, = (V117).D, = (V118).D,, 
und da vermöge der Gleichung (b.): 
567S81.D = (123.1 SV 16) \ HT) VIIIS) 

ist, so resultirt schliesslich die Formel: 
n D' 
‘ 


m RIeNn )* ER == 
8) = (1284) ,55-; 


C. 56 

in welcher die Determinanten-Ausdrücke: D, D,. D,. D,. D, nur die sechs- 

Abstände der Ebenen: V. VI. VII. VIll von den Punkten: 1, 2, 3, 4 
enthalten 


Die Deierminanten- Ausdrücke: D lassen sich auf eine übersichtlichere 


Form bringen. wenn man von einer Ecke des Fundamental - Tetraeders, z.B. 
vom Punkte 4.) ausgehend, die drei anliegenden Kanten: 
14)=z, (24)=y, (34)=3 
Abstände von den Ebenen V. VI. VI. VIH: 
V4=p»,. (VWI4)=p,. (Vil4)=p, (VIA) =p, 
setzt. Alsdann gelten nämlich die Gleichungen: 


VYI-V4=recosip,zr. (V2)-(V4)=ycos(p,y), (V 3)—(V4) = 2c0$(p9,2), 


so wie die analogen Gleichungen für die Ebenen: VI. VII, VIH. Hiernach 





4» 
Y 
4. c05| P;2). Ps 
c08(p,z7). cos(p,y). cos(p,2), P: 


cos(p,2 


Pı 


c08\|P,2'. Pr: 








7 
Sn 
x. 
Ba 
\er\ 
in 
w 
ın 
S 


| 5 oR : 
renn die Deierminante rechts gleich A und: - fit, gesetzt wird. so 
a op ö 

















am 


en 


"ch 
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nimmt die Gleichung (e.) folgende Form an: 


92 
(e.),..aP8B) : ICTER) R Eu R,’ 
14)(24)(54) M,AR,R,R, 
übereinstimmend mit dem pag. 185 Ihres Lehrbuchs entwickelten Resultat. 
Hierbei ist zu bemerken, dass die Determinanten- Ausdrücke (A) eine ein- 
[ache geometrische Bedeutung haben, indem nach pag. 189 Ihres Buches: 

R, = sin (ry3).sin($), R,= sin(zyz).sin(6), AR,= sin(zyz).sin (7), 

R, = sin (zyz).sin($). 
R = sin (yz).(p, sin (5) +p,sin (6’) + p; sin (7’)-+ p, sin ($°)) 

wird, wenn man unter: 5, 6, 7. 8, die zu den vier Tetraeder- Ecken: 
5. 6, 7, 8 polaren Ecken versteht. Die Formel (c'.) verwandelt sich hiernach 
in folgende: 
(567 8).sin(5").sin (6').sin(7’).sin(8’) = 4(pı sin (5’)+p, sin(6’)+p, sin(7’)+p, sin (S'))". 
und lässt sich in dieser Gestalt unmittelbar verificiren. wenn man berücksichtigt. 
dass jeder der hier vorkommenden sinus der polaren Ecken gleich ist dem 
neunfachen Quadrat des Tetraeder-Inhalts dividirt durch das doppelte Product 
der drei an der entsprechenden Tetraeder- Ecke liegenden Seitenflächen. 


Die im $. 1 entwickelten Gleichungen (X, 8. C,D) lassen sich als 
Determinanten- Formeln auffassen und als solche verallgemeinern. Um diese 
allsgemeineren Formeln elegant darstellen zu können, führe ich die folgenden 
dem Zwecke entsprechend gewählten Bezeichnungen ein: 


IS | — I, Ir; | — D, Yr| ie ». 

oJ coD oT 

FE a, eg, 

Osik Ol;ı Cı; 
Er, I4n=4®%, Z:D,-D®, 
/ ” .i N ” ” 

34,4 u, SD.,=>#. 2% S 
Die Indices: g, h, i, k nehmen überall die Werthe: 0, 1. 2. ... » an. aber 


die in Beziehung auf den Index: r auszuführenden Summationen können 
ireend welche derselben 2-1) Werthe beschränkt werden. Hiernach be- 


stehen die Gleichungen: 


% [2 


% 


SS} I. ad IR (rd, 
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und die analogen für die mit lateinischen und deutschen Buchstaben bezeichneten 


Grössen. Ferner sind: ./%’ und D\’ Determinanten, welche resp. aus den 


u, 


Determinanten ./ und D entstehen. wenn man die Horizontalreihen: 


x S < < 
ie >k19 >Kk29 Be’ aM Sin 


Te TU ,ıs LT. a . . . I rn 


mit einander vertauscht. Endlich ist zu bemerken, dass, wenn man dem 
Summationsbuchstaben: r die sämmtlichen Werthe von Null bis » beilegt, die 
Grössen #,, die Unterdeterminanten eines Systems werden, welches aus der Zu- 
sammensetzung des Systems (S,,) mit sich selber entspringt. Denn das adjungirte 
System (7) eines aus den Systemen (a,.) und (b,,) zusammengeselzten Systems 
entsteht selbst durch Zusammensetzung zweier Systeme («,) und (/P.). 


(Ci 
welche resp. zu (a,,) und ıÖ,,) adjungirt sind. Wird nämlich: 
C;,; =<a, Die» Yu — Zap (2, }yi, k,1=0,1,3.:.9) 


gesetzt. so ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit der die adjungirten Elemente: 
y..' bestimmenden Formel: 
IC, Ya > On |a.;|.|den|- 

Mit Hülfe der eingeführten Bezeichnungen lässt sich die der Fundamental- 
Formel X.) entsprechende allgemeinere Gleichung in folgender einfacher Weise 
darstellen: 

A. e3 Pr — ID. 
Die Richtigkeit dieser Gleichung ergiebt sich unmittelbar, wenn man die Werthe 
von: J’ und D“’ auf der linken Seite einsetzt. Denn man erhält auf diese 


Weise den Ausdruck: 
&r.,2,4,,D,. oder also: I. Img D..., 
e 1,8 © en} 


welcher vermöge der Bedeutung von: d,, sich auf: 
d41.22,D;,; 
d. h. also auf: SD reducirt. Genau auf dieselbe Weise wird die Formel: 
22,49 = 2,.4 
durch Substitution des Werthes von: 4) verifieirt. Diese Formel geht aber 
für: A=0, wenn z,,—1 und für jeden Werth von: k auch: &,=1 gesetzl 


wird. in die Gleichung 


welche der obigen Formel (3.) entspricht. 
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Die der Relation (&.) analoge allgemeinere Gleichung : 


(C) ZD®.241,D, = 4.2D D. 
k - ni ’ ” 


f > 


ist, wie die beiden vorhergehenden Formeln, durch blosse Substitution des 
Werthes von: D\ zu verifieiren. Die auf: r bezüglichen Summationen sind 
hierbei auf dieselben Werthe zu erstrecken, wie in den Summen. durch 
welche: 0, S, © delinirt wurden. Lässt man nun die in: D,, enthaltenen 


Horizontalreihen der Grössen: x mit den » Horizontalreihen der Grössen: & 


zusammenfallen, welche nach Ausschluss der Reihe: &,,. &,.... £, verbleiben. 
so geht: D,, über in 4, und also die Formel (C.) in: 
24D? = 41.24,D.. 
k » ’ er 
Lässt man ferner die Grössen: x mit den Grössen: x zusammenfallen. so ver- 
'andelt sich die Gleichung (C.) in: 
2. .5AD, = 3. 
Multiplieirt man diese Gleichung mit: 4 und setzt auf der linken Seite der- 
selben für die auf: r bezügliche Summe den Werth ein, welcher sich aus der 
vorhergehenden Gleichung ergiebt, so resultirt schliesslich die Formel: 
N \ </} V) NG) _ 2C€: 
(D.) =60,D?’D’ = J’S,, 


welche der obigen Formel (®.) vollkommen entspricht. 


$. 4. 


Um die Analogie der im $.3 entwickelten vier Formeln mit denen 


y 
u.“ 


- 


des $. 1 in Evidenz zu setzen, nehme ich sämmtliche Werthe von: S, x, 
deren zweiter Index Null ist, der positiven Einheit gleich und betrachte die 
je » übrigen Grössen: S, x, tr. welche einen und denselben vorderen Index 
haben, als je einen Punkt einer »fachen Mannigfaltigkeit definirend. Durch 
solcher Punkte ist eine ebene (»—1)fache Mannigfaltigkeit bestimmt: so durch 


die Punkte: 


< < m. 2 
\Saı® Dale «++ Sin (k=U,1,...1-lL,0+1,...®) 


eine (2—1)fache Mannigfaltigkeit von Punkten \2,.2;....x,). welche durch 


die Gleichung: 
22,4, — 0 (k ge 
a a a n - - u 
regeben ist und mit: , bezeichnet werden soll. Ebenso wird durch die Punkte: 


878 


\ 
T,ıs L,20 0 Dm (0 I 2 
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eine Mannigfaltigkeit f und durch die Punkte: 





















\ 


\Lrı9 Ir29 + ++ In) (r l,2,...n) 
eine Mannigfaltigkeit f bestimmt. Wird ferner, um die geometrische Analogie 


festzuhalten, für irgend zwei durch die Gleichungen: 


Be, TC, nn Cs Be, nu l (r BE 4 n) 
wu gi > 
Sc,2,=0, Sc’ = et 


definirte (2—1)fache ebene Mannigfaltigkeiten f und f’ die Bezeichnung: 
2e,c, = slff ) 
eingeführt, so ist für ,k=0,1,...n: 


0,04.c08(y;Yr) = du, S,&,.cos(ffJ = &£DuDo, 


’ 


Y f \ ” u !E£ v OTN 
50 COS pr) _— PR Do» S,0,..cos(Iy,) - u r: I. 2) 09 
r / 


x 


wo überall die Summationen auf: r=1.2,...n zu erstrecken sind. Wenn 
) ’ 


nun endlich: 


49 > 0DW 
U > 777 u 


BT A 

genommen wird, so können die (»-H1) Grössen «,, als homogene Coordinaten 
eines Punktes (1, Zias --- 2.) aufgefasst werden — die (»+-1) Punkte (£) als 
fest betrachtet — und ebenso die Grössen U als homogene Coordinaten der 
(2—1)fachen Mannigfaltigkeit f. Bei Einführung dieser Coordinaten # und U 
gehen die vier mit (A, B,C,D) bezeichneten Gleichungen des vorigen Para- 


graphen in folgende über: 


kn U, k I ()k Be D " m 1 
Mast ICE Bro — > 20 
0 O;; JS, k—1) 
k—n sa Dan 


)> 5 3 U,ÜU,,cos 07 p) = 4 
L- ı) K ı) 


N U,cos(fy;) = cos(ff 


Ä 


welche mit den Formeln (X. 3.€&, D) des $. 1 identisch werden. wenn man 


»— 3 nimmt und die Grössen S, r, x als rechtwinklige Raumcoordinaten auf- 


fasst. — Führt man den Grössen «,.. U,, analog die Grössen «,. U,, ein. so 
lässt sich durch dieselben — den Formeln des $. 2 entsprechend — das 


Verhältniss der Determinanten D und 5 ausdrücken. indem: 
D D y" 
—  /W — Lo 


/ nn 


wird. wenn man für ©. k=0. 1. 
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setzt. Die erste jener beiden Formeln ergiebt sich unmittelbar aus der Be- 


deutung der Grössen a, während die zweite aus den Gleichungen: 


yı Hoi Urs - D 2 
herzuleiten ist; denn es folgt hieraus, dass für y=0,1,...n die („-44) 
Determinanten: 

RE 
rss ha | FE 
oleich Null werden, dass also nach den eingeführten Bezeichnungen für 
y=0, 1, ... » die Gleichungen: 
v DV,, 
£ AS. 


stattlinden,. aus denen mit Berücksichtigung des Werthes der Determinante ] 


nämlich: 
| U | P . ou 0 + Fun 
ah ' ’ ' 
„y' a N u 
D 
der oben angegebene Ausdruck von: resultirt. 


Ueber die aus den CGoordinalen von (»-+-1) Punkten »ebildeten De- 
terminanten ist noch eine Bemerkung hinzuzufügen. Für die zu den Punkten 
(5) gehörige Determinante 7 und deren Unterdeterminanten gelten vermöge 


der Gleichungen 5, = 1 die Relationen: 


2 4,, Vu, ‚I (h,d4 ER, 
h 
Selzt man daher: 
on 
- 2,4, pr. Lira... EZ.) ch} BE. 
Ah 
wo links x, = 1 zu nehmen ist. so hat man die beiden Gleichungen : 
k=n kon 
. y ' An \ 
zp,=-1, 2(9+)=0, 
0 7 Be } 


h 
von denen die erslere zeigt. dass für jeden Punkt (x) wenigstens eine der 
Funclionen $ negativ ist, während aus der letzteren hervorgeht. dass für 
unendlich entfernte Punkte (x) nicht sämmtliche Functionen 5 negaliv sein 
können. Die Gesammtheit der Funclionen # scheidet also, den (2-1) zu- 
lässigen Zeichencombinationen entsprechend, eine gleiche Anzahl Gebiete aus 
der ganzen »fachen Mannigfalligkeit aus, von denen nur eines keine unendlich 


enlfernten Punkte enthält. Dieses eine Gebiet ist dadurch charakterisirt. dass 


für alle darin liegenden Punkte (z) die Werthe der sämmtlichen "»-+1 
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Funelionen & negativ sind. und das über eben dasselbe endliche Gebiet er- 
streckte Integral: 


fax, ‚da....de., 


multiplieirt mit dem Product: 1.2...» ist eleich 4, d. h. also »eleich der mus 
m) [5 


„ welche 


\ 


den Coordinaten der (n+1) Punkte (S) gebildeten Determinante |, 





deshalb füglich als „Inhaltsdeterminante* bezeichnet werden kann. 


IV. 

Sowohl die Sätze über Producte von Dreiecksllächen und Tetraeder- 
volumen als die polygonometrischen Relationen, welche in den $$. 16 und 17 
Ihres Lehrbuchs aufgestellt sind, lassen sich grossentheils aus gemeinschalt- 
licher Quelle systematisch herleiten, wenn man zuvörderst allgemeine Deter- 
minanten »‘ Ordnung behandelt und erst nachher zu denjenigen speeciellen 
Determinanten übergeht. welche die Fläche des Dreiecks und das Volumen 
des Tetraeders ausdrücken. 

Es seien u, 5: für 2=0,1,2,...» und k=1,2,...n je n(n-+1) 
Grössen, welche den Bedingungen: 


:) = /r .. ) 7 


aM; \?2 ? ge ? 2? 
2 (24 —-Iu) =r, 2 (8, — u) =0 ER 
7 e P - k 


genügen. Ferner seien die Grössen s,, und c,, durch die Gleichungen: 


P3 \ Tr Sn Guns )” —— Sin 3 Ss (Ti Eu \ Sir — Di) = Su In Cy; 
bestimmt, wobei — wie stets im Folgenden — die Indices /, m die Werthe 
0,1. 2.... n» und die Indices i, k nur die Werthe 1. 2, ... » annehmen 


sollen. Wenn nun die Determinante: 


er 
1. Sıı= $ı2.» Sn 
ie 4 
re a 


mil: Din) bezeichnet wird, so lässt sich die durch Multiplication der aus den 
je » Grössen (r.,— Su) und (S,— x.) gebildeten Determinanten entstehende 


(leichune : 
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auf die Form bringen: 

ı) ‘) „| | I [ | 

(%&,) ( fie ) RP, Fr Is Am | P u )» 

J 

wo zur Abkürzung: v'- Zu Bun p vesetzt ist. Denn wenn man in der De- 
terminanlte auf der rechten Seile die erste Vertikalreihe mil p multiplieirt und 
von jeder folgenden sublrahirt, so werden sämmtliche Glieder der ersten 
Horizontalreihe mit Ausnahme des ersten gleich Null, irgend eines der inneren 
(lieder aber verwandelt sich in: 


ro +8u. also in: 28,8, € 


’ % 11 


Da nun, wenn man kurzweg D für: DO, setzt: 
Diu; n.\s,|-+D 


wird, so resultirt die Hauptformel: 


(2 *,) (2) 2. — Eu. IE Eul ’+0'—1,):D+Is, 
Setzt man r=o und 7, a0 für alle Indices %, ferner: 2, x,» 5, 
für alle Indices © und für y=1,.2,...(» -1), endlich aber: 
d, N (r, 
Du r- ’ Sin r- 
r 1 


22,+2a,+— =09, 25,+20,+— = 0 


definirien Grössen a und @ auch für ein unendlich grosses r noch endliche 


17 - in 


Werthe, die Differenzen: (z,,—S,,) verschwinden also für diesen Fall, und es 


wird demnach: 
2 (2,5) = 8 ge1,2,...0-1). 


- 


Andrerseits redueiren sich für r= x die durch r dividirten Glieder der letzten 


Vertikalreihen in den Determinanten z, . '<, sämmtlich auf Eins. und es is! 





also — wenn der Gleichförmigkeit wegen 2,=:,„=1 gesetzt wird — für 
r=o0 

1 1 : | 

en | Di — Ti: r S; Zu > 

r r 
Die Hauptformel (2.) geht somit in folgende über: 

3.) —(-2)"|z,|.|5.| = D, 


deren Gültigkeit einzig und allein an die Bedingungen: 


2,5, =-1 =23(2,.— 


geknüpft ist. 


Law 
DW 
5 
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Bei den vorstehenden Entwickelungen wurde aus der mit (2.) bezeichneten 





Formel die Gleichung (3.) als eine speziellere hergeleitet; aber man kann 
auch diese letztere Gleichung direct verifieiren und alsdann durch Spezialisirung 
derselben zu der ersteren gelangen, so dass beide Formeln den gleichen Grad 
von Allgemeinheit haben. Um zuvörderst die Uebereinstimmung der linken 
Seite der Gleichung (3.) mit der Determinante D in Evidenz zu setzen, hal 
man nur die zweite Horizontalreihe derselben von jeder der folgenden zu 
subtrahiren und alsdann auch die zweite Vertikalreihe von jeder folgenden 
Vertikalreihe abzuziehen. Um ferner aus der Gleichung (3.) die Formel (2.) 
abzuleiten, hat man (2—+1) statt » und: 


I DZ | '. ! > 7 


Lik a Sk 9 #* } I, - mi Tr 


n-—I,k 
für, k=1,.2,... nn zu setzen. Hierdurch verwandelt sich die Formel (3.) 
in folgende: 


14 


2 Re 2 
| br) Sı J Sn 9 7 
| 
; 2 "| " > | | | 
Ei Si 1 LT, SUk | Pik Lor| an | | 9 

| 2 2 2 | 
| 1, $,1 ' San ’ 1 | 
| | 
7 > y | 
| 1. 0, 0, Su) 


und die Determinante auf der rechten Seite erhält dieselbe Form wie in der 


Gleichung (2.), nämlich: 


’ l 
z ) > A ı\ 
ei r ! 0° 5). D( 3 3 2 ): 
‚Te 





wenn man von der ersten Horizontalreihe die durch: o° dividirte letzte Hori- 
zonlalreihe abzieht und alsdann die mit (o’—s,,) multiplieirte erste Vertikal- 
reihe der letzten hinzufügt. 

Führt man die Bedineune ein. dass die aus den Grössen z und & 
zusammengeselzten Ausdrücke: s,, ihrem Werthe nach mit denjenigen über- 
einstimmen, welche aus den Grössen x’ und S’ gebildet sind. so kann man 
in der Gleichung (2*.) für: D den Werth substituiren. welcher sich aus der 
(Gleichung (3.) ergiebt. Aber man kann diese beiden Gleichungen auch nach 
vorheriger Spezialisalion der ersteren mil einander combiniren. Werden nämlich 
r,, und ©,, für sämmtliche (»2-+ 1) Werthe des Index 7 oleich Eins anzenommen. 
ss verschwinden die beiden Determinanten auf der linken Seite der Gleichung 


># md es resullirt die speziellere Relation: 
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(4.) (r' | Ti Su I) | Is. 0, 


Die hierin enthaltenen Grössen z,.,. &, @Ü=1.2,...n: g=1.2.....n— I 


[2 


sind ganz beliebig; aus diesen sind die Grössen s, mittels der Gleichungen: 


u \ Tin Ska (2 Bi l) 


zu bestimmen, die Grössen &,,, &, aber durch die Bedingung, dass sowohl 


der Werth von I (a. :r,,) als der von I (£,,—&,,) für die verschiedenen 


Indices ö© unverändert bleiben soll; diese Werthe sind resp. durch r' und o 


und endlich der Werth von I (r,.—S&,)' durch s, zu bezeichnen. Nimm! 


man nun zu den je »(n—1) Grössen x,,, S,, noch je » Grössen x. <,, hinzu. 
deren Werth gleich Eins ist. so kann man in der Gleichung (4.) die Grösse 
D durch denjenigen Ausdruck ersetzen, welcher die linke Seite der Glei- 
chung (3.) bildet, und man erhält alsdann die Formel: 


u, 


{ \ 4 oJ ı\n—l/ . | 
a } ] [ - 4 
). \ m \ 7 | V 


2 le | >. 
Su (21. Sin] 2 Sal - 


Lässt man die Grössen 2 und S mit einander zusammenfallen,. so gelten die 


spezielleren aus (3.) und (4.) hervorgehenden Formeln: 
6.) (ia, =-D, I|al=—?rD. 


Wenn endlich in den Gleichungen (3.) und (5.) für sämmtliche Werthe von 


i die Grössen r,,_, und $5,,_, gleich Null gesetzt werden, so erhält man die 


beiden Relationen: 


(T.) De), Il = 


\ 


in denen die Elemente (s},) der beiden Determinanten durch die Gleichungen: 


definirt sind. Dabei sind die Grössen r;- und S;;- in der ersteren Relation 


ganz beliebig, während die letztere nur dann gilt, wenn sich Grössen =, und 
&yr bestimmen lassen, für welche die beiden Ausdrücke: 
= Lr—Lır)s 3 (&,;—&y 
constante, d. h. vom Index © unabhängige Werthe annehmen. 
Die sämmtlichen hier entwickelten Relationen können geometrisch inter- 


prelirt werden, wenn man die drei ersten Grössen und Z jeder Horizontal- 


reihe, d. h. also xz,, 2», 2, und &1. $. 5, für alle Werthe von / als irgend 


welche Raumcoordinaten auffasst und die übrigen Grössen x und S gleich Null 
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setzt. Ich werde mich aber darauf beschränken. die ersten drei Grössen x 
und S jeder Horizontalreihe als rechtwinklige Coordinaten zu betrachten. Als- 
dann repräsentiren die Grössen x. X). &, und $ı. $r, $&5 für !=0,1,2,....n 
zwei Gruppen von je (a+1) Punkten im Raume: (x) und (S,). und die Grössen 
$;„. bedeuten die Strecken, welche je einen Punkt (x) mit je einem Punkte (< 
verbinden, während die Grössen e,, die Cosinus der Winkel sind. welche die 
Strecken s,, und s,, mit einander bilden. Die je » Punkte (z,) und ($,) liegen 
auf Kugeloberflächen, deren Mittelpunkte resp. die Punkte ‘x,) und (S,) und 
deren Radien beziehungsweise r und o sind: die Entfernung der beiden Mittel- 
punkte ist mit s„ bezeichnet. Wenn nun » >> 3 angenommen wird. so ver- 
schwindet — vermöge der Festsetzung: 274, =<S4=0 — die linke Seite der 
Gleichung (1.),. und man erhält also für die Grössen e,, d.h. für die Cosinus 
der » durch zwei Gruppen von je » Richtungen bestimmten Winkel die 
Relation: 
al = ®. 

Wird aber = 3 angenommen, so enthält die Gleichung (1.) eine Darstellung 
des Products der beiden Tetraeder- Volumen: (S,. &,. X. 25)» (us Sıs S2s 5, 
durch die je drei an den Ecken (S,) und (x,) anliegenden Kanten und durch 
die Cosinus der neun von diesen je drei Kanten mit einander gebildeten 
Winkel. Ebendasselbe Product der Rauminhalte jener beiden speziellen 
Tetraeder wird mittels der Formel (2*.) durch die Quadrate der Strecken 
dargestellt, welche die je vier Eckpunkte des einen mit denen des andern 
verbinden, da die Grössen r, 0, s„ resp. die Strecken (2,2). (S; Su). (uS: 
bedeuten. Ferner aber liefert, wenn z»—=4 gesetzt wird, die Gleichung 3. 
das Product zweier beliebiger Tetraeder- Volumen durch die sechszehn Ent- 
fernungen ihrer beiderseitigen Eckpunkte ausgedrückt. und die Gleichung (9. 
giebt eine Darstellung desselben Products durch eben diese sechszehn Ent- 
fernungen unter Hinzunahme der Grösse: r’+0°—s,,. welche die Radien r 
und o der den beiden Tetraedern umschriebenen Kugeln und die Entfernung 
su Ihrer beiden Mittelpunkte enthält. Eben diese Grösse: "+0—s,, findet 
sich in der Gleichung (4.) in Form eines Quotienten zweier Determinanten 
dargestellt. deren Elemente die Quadrate der die beiderseitigen Tetraeder- 
Ecken verbindenden Strecken sind. Endlich können für a=4 auch noch die 
beiden spezielleren Formeln /6.) geometrisch interpretirt werden, und zwar so, 
dass in der ersteren das Volumen eines beliebigen Tetraeders, in der letzteren 


aber der Radius der demselben umschriebenen Kugel durch die sechs Kanten 
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ausgedrückt erscheint. — Für die räumlich geometrische Deutung der mit (7.) 
bezeichneten Formeln ist 2 > 4 zu nehmen. Die erstere von beiden ist dann 
| als eine Relation aufzufassen, welche zwischen den »° Entfernungen zweier 
Gruppen von je » beliebigen Punkten besteht, und welche die Carnotsche 
Relation für fünf Punkte im Raum als speziellen Fall enthält, die letztere der 
beiden Formeln aber liefert eine Gleichung zwischen denselben » Entfernungen 
unter der besonderen Voraussetzung, dass die » Punkte jeder Gruppe auf einer 


Kugeloberflläche liegen. 


Berlin, im November 1869. 











Algebhraische Untersuchungen aus der Theorie 
der elliptischen Eunctionen. 


(Von Herrn HKoenigsberger in Heidelberg.) 


—— nn EEE VEN 


Amer den Modulargleichungen liefert die Transformationstheorie der 
elliptlischen Functionen noch eine Reihe anderer Gleichungen, welche für zahlen- 
Iheoretische und algebraische Untersuchungen von derselben Wichtigkeit, und 
deren genaue Kenntniss vor allen Dingen zur Bestimmung der Integralmoduln 
der complexen Multiplication erforderlich ist; es sind dies die Gleichungen 
für das Produet des transformirten Moduls in dessen complementären und die 
für die Multiplicatoren der Transformation. Für beide Gattungen von Glei- 
chungen hat Herr Joubert zwei Eigenschaften, die sich auf die Vertauschung des 
Integralmoduls beziehen, milgetheilt, sowie die Formen für den Fall der Trans- 
formation dritten, fünften und siebenten Grades aufgestellt und Herr Hermite die- 
jenigen für die Transformation dritten Grades zur Auflösung der Gleichungen 
vierten Grades mit Hülfe der elliptischen Funetionen benutzt *). Ich beabsichtige 
im Nachfolgenden die allgemeine Theorie dieser Gleichungen zu entwickeln. 
so wie ich es für die Modulargleichungen in meiner Arbeit über die Trans- 
[formation der elliptischen Functionen gelhan **) und will zu dem Zwecke im 
ersten Paragraphen kurz die dort gebrauchten Bezeichnungen sowie einen 
Theil der erhaltenen Resultate zusammenstellen, die ich den folgenden Unter- 
suchungen zu Grunde lese. 


*) Joubert, sur diverses dquations analogues aux dquations modulaires dans la 
theorie des tonctions elliptiques, comptes rendus 47. 

Hermite, sur la r&solution de l'@quation du quatriöme degr£. 

Hermite, sur quelques theoremes dialgebre et la resolution de I’@quation du qua- 
tri&ıne degre£. 

**) Die Transformation, die Multiplieation und die Modularzleichungen der el- 
liptischen Functionen (Teubner 1868); ich werde in der vorliegeuden Arbeit die ge- 
nannte Schrift kurz mit ‚‚Iransf.“ bezeichnen. 





u | 
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Erster Abschnitt. 


S. 1. 


Zusammenstellung der 'Transformationsformeln für einen unpaaren 
Transtormationsgrad. 

Die für die rationale Lösung der Dilferentialgleichung 
dx a.dy 


a RER... Zul 
f 'Ad—-e)I1—c’r” YyA—y)Aa—k’y” 


nothwendigen Bedingungen zwischen den Perioden 

= amaKh-+a,.aik', 

/ . Y PP’; . r\ 
'iC’ = b),aKk+b,aaiKk, 


welche für die Moduln der zugehörigen 9-Functionen in die folgenden über- 


oehen 
’“ b, + br j b, — 07T 
a) ve- — — oder T= i 
da, Ta T at—b, 
sind auch. wenn 
4.) a,b, 4, b. n 


eine positive ganze Zahl ist, die hinreichenden; » wird der Grad der Trans- 
formation und eine zu »—= 1 gehörige Translormaltion eine lineare zenannt. 
Sei nun ein bestimmtes System von Translormationszahlen gegeben. 
welches zum Grade » gehört. so sollen alle diejenigen Systeme, welche durch 
Anwendung sämmtlicher linearen Transformaltionen aus diesem entstehen, mil 
dem ersten zu einer Älasse gehören; die Anzahl der in einer Klasse liegen- 
den Zahlensysteme ist dann unendlich gross, die Anzahl der Klassen eine 
endliche, und als Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen sollen für un- 


adzahlige » die nach dem Schema 


gr 
1: | 
u 81 
gebildeten Zahlensysteme 
f 0 
165 Fl 


eintreten, deren es in jeder Klasse nur eins giebt. wenn f einen jeden po- 


sitiven Theiler von » vorstellt. ? — = ist. und & der Reihe nach die Werthe 


0,1, 2, ... £—1 beigelegt werden. so dass die Repräsentanten der nicht 
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äquivalenten Klassen für einen Primzahlgrad der Transformation durch die 
Schemata dargestellt werden: 
1 0|| r 0 


| On 0] 
On | 16.1 | | 


I 0 | | 

16.2 ee n—1) „10 1 
Für die Lösung des Freien Transformationsproblems ist es daher nur 
nöthie, diejenigen Transformationen zu entwickeln, deren Transformationszahlen 
durch die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen bestimmt sind, indem 
jede andere zu demselben Grade gehörige durch eine lineare Transformalion 


aus einem dieser Repräsentanten hergeleitet werden kann. 





Ich stelle nunmehr die linearen Transformationsformeln zusammen. 
deren es je nach den Resten, welche die Transformationszahlen nach dem 
Modul 2 lassen, sechs wesentlich von einander verschiedene giebt, indem ich 
mich der von Herrn Hermite gebrauchten Bezeichnungen bediene. 

Setzt man nämlich: 


RE Arg)i+gq DÜr DE ine nn Kia 1 ua = 
(9.) p\T)=yYE Y?-9- dr, 7) 5 g°) 14 FO Y2. ,(1+q 1+g°)... A-n(1-q4').. 


BEER | Ad-NA-ga’)A-g°)... 
(6.) Pr) Ya= Arad en I. I)... 








[5> 


so ergeben sich die nachfolgenden Formeln: 

















=.) . „sel, wa =0,b,=0,b=1 (mod. 2) 
+ gummi 
ge 2, yl—-y = yl-ır‘, 
| 1— ky’ y Y1-c'x', 
yk= ee. Ve, Yykı= e * ya. 
ER 4, a — a 5/2 
abe T— ie 1 -) TEN Fa 
1. „=e0, „=1l,b=1,b=0 (mod. ?) 
AT ) x N 1 
u=e re — U = — . 
/ yi—-ıe’ J yi— x’ 
PR: ="; 
} —ky = bh u 
yji—ıx 
—UTA A, Re. 10,4 a,b + 1,b,) 
yk=e " Ya, 7 0 Ze ve, 





7 . 
=): u A. 

Y ee eh 
atc—b, Air, b 
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Im. 


IV. 





„wzsl a, =1b,=0,b=1 (mod. 2) 
Hab, a,—1) — — 
y=e er, y11—-y'’=yl-c'z 
Ary = ji-7, 
ı Ta b ıı / 
1 (+5) Ye 
; ee a w 
yk=e Ve? wu 12 Ve 
b,— a,t 1 —abot 2 
IE u} 

a T—b, gt di, 

— Mm a, = 2 EM b,=V (mod. 2 
Rn 20 „b,t+a,—1) CH 1 > 1 
4y—=e —o— —y" = —— —, 
' er 
_——— Br 
| 1—Iy ae. ‚ - Pe . 

| ca 
ı ra! ‚ nt 1 | 
TE . . 4 
yk=e ->% Ykhı=e m. 
(mi). _— — (Er) ke; ayb 
J a, c— T / (rt) 
v=1 a=0, b),=1l, ,=1 (mod. 2) 
— (a,- 1) ex Ta 4- 
BE Le 5 4 —, 
yi—c'z’ | 1-2?’ 
| 1 
-Ry nn 
yi— cr 
—ita,b irta,a N 
/ + T. } ( ur” ae 
Yk=e —, Ve! —, 
ve,‘ ve, 
b,—-a,T ge (T) — ab, 
Y Mar) A a A F(r) >; 2 ‚ 
aT— b, J/ w(T) 
az) a=l ,»=W1l dl (mod 
—ın . nn 
(a,0,—a,0,)— a, —d,-+?2) c.x — | —C 4 
Yy ——l tl — . } 1—y' = ‚ u 
yi—a yi—a 
1 
1—hy 2 
yI-hy' Fe 
ee 1 | —, Li (a, a,4 a,b, Bi a,b,—2a, b, ) } c 
yk = —, } k, = e@e —, 
ve ve, 
4 (> —A, e*) " 1 ... -)- 
f ar—b, y (T) 
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SCHE 


dass 


relativ prime Zahlen sind, 
(8.) ww = 
oder 


äquivalenten Klassen 


für den der letzten Klasse »=1 











Sei nun » eine beliebige ungerade Zahl, den Fall jedoch ausgeschlossen *), 
die vier Transformationszahlen einen gemeinsamen Theiler haben, so mag, 
wenn zwei Zahlen p und q so bestimmt worden, dass 


pa, — g4,, 


pb,— 
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pbı— gbs 


gb, — ga,)T, 


(pa — 


wenn » eine Primzahl ist, für die Repräsentanten der r ersten nicht 


o—= r—165, 


setzt werden: dann ereeben sich die nach- 































































































problems unmittelbar ermögiicht ist. 





folgenden Transformationsformeln, in denen m eine beliebige zu = relativ 
prime Zahl bedeutet und 2Cw = @ gesetzt ist: 
2 N 2 
r Ä ri 
Ei _ RER 
ma „/2mo \ n— er ‚mo 
sn’ G ii sn’ )\ sn’ | 
(9.) y = - _—— | — . 
a) may ren ZUEN : ar ma \\ 
er TR I cr — % ‚1 — c’z’sn’| —  — ) 
\ n A N 2 n /) 
x” \/ x’ x’ ' 
1 rn 
{ 6 MEN | ie}! n—1i1 mo\, 
sn, — snc’ ) nc’ 
a Il A EN 
) IC : } u | = } ZZ er rn. 
N 2 ma er 9 (= \} We n—1 ma N! 
-c’z’sn’ - ec e’sn | —— ); --- S1-e’r’sn’| — - — ) 
! % n. \ y n /) ( 2 n /) 
et, mo ) \ ‚mo | 
11-c? E SsA6C \ yi "r "snc" ... je c = 
1 iR u n 7 n /) 
11.) yI-Ay = yl-er —— —, 
. / mo N \ o fi 2m B.\ rw MEN, 
(1-c’z’sn’ — - Kı1- ex” sul Tem 
n - n 2 n /) 
12 N ’ mo \ /R2mo\ ‚n—1 mao\\’ 
| nr " = \ © snc SHE lt. .SNEC a u pe 
IR } E° n 7 \ n / \ 2 n /) 
[3 yc 
13. 3 st m: | n—1 ma»\)’ 
/m5S \ ma N DIN 
dn\ — )dn\ —— du ("7 . 
\n/ n )* 2 n /) 
ma N 2mo\ n—1 ma\\? 
—ı I\snc| —— )snc| ‚snclk —— : —— 
Er n “ N. n 
ir f BA. 
ma N 2m \ n—iI mo 
IE Bessere WATT Bar u | ——  — \ 
un un \2 n 
Die Ausschliessung dieses Falles ist keine Beschränkung der Allgemeinheit, 


da die Behandlung desselben u Hülfe der obigen Ausdrücke und des Multiplications- 





Koen 


Endlich sind, 


und 
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wenn 
4 4 
Yk=e, Yye=u, 
= v, V). 2 W 
A (v4 1 | (v; —- 1) En we wie V. u 1 


geselzt wird, die durch den Ausdruck: 


(15.) 


4m 





20 (n—1)o 2 IT- 2, 
© = u" snc —) snc (— A sne( — )= (— )r( 


dargestellten Werthe die Lösungen einer RER Gleichung vr!" Grades 


(der Modulargleichung) von der Form 


® 


(16.) 


in welcher 


die höchste 


= vo 


Na t+a ta ua" + )+0urb+b+bu 4 NH, 
m, +n(v—1) v (mod. 8) 
“ \ m; +n(v —?2) v (mod. 8) 
(17.) 
: +n.1 y (mod. 8) *), 
Potenz von « die v‘° ist und deren wesentlichste Eigenschaften 


darin bestehen, dass 


1) 


?) 


3) 


dieselbe unverändert bleibt. wenn ® statt « und (= -)u statt ® 
seselzt wird. 


u 
gleichung in einen Ausdruck von der Form 


Seh, ) 


reciproken Werth einer andern Wurzel der Mo- 


wenn statt « gesetzt wird, jede der Lösungen der Modular- 


6x 





d.h. in den 
dulargleichung übergeht, und 
4 


verwandelt wird, diese Lösungen in 


2 sr—A16r 
() w( = ): 
s’ s 
bis auf das Zeichen in die w-Funelion für einen andern Re- 


\ 
e 


wenn u in u, =ye, 





d.h. 


präsentanten der nicht äquivalenten Klassen übergeführt werden 


“4% 
wn 


*) Zur Ergänzung dieser Exponentenbestimmung verweise ich auf den Paragraphen 


der v orliegen 


”. in 


überhaupt muss ich auf die oben genannte Schrift: 


Jetreff der 


(V, U) 


sowie ee Bedeutung 
„TIransf.* verweisen. 


Bildung der )-Gleichung handelt. 


TI, 


den Arbeit, der von der 


Bestimmung der s, s’, dieser Sätze 


’ 
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Zweiter Ahschnmitt. 


n 1 ® . . A ug Fosmne 
Die ‘Theorie der Gleichungen zwischen y%kk, und yee;. 


g.2. 


Werthbestimmung der %- Function für die lmeare Transformation. 


Bekanntlich ist ”) 
A BE =} ( 
1.) n 


4 
: / N/A. 31/4 1 „4 
E u —— — a 7 Tr — 2 { \ 1— | Be I 1.4 1 0 ) ..». 
dis, Ag +g)i-+tg°) ...Y° a Br A ak 


4 — 
und daher einer der Werthe von yec, durch den Ausdruck gegeben: 


4 
4\ 13 


(2.) yeo =] =. q: ( | —4q) (i-+ g) (1-4) (iq)... h 
4 
Wird nun dieser Werth von yec, mit z(r) bezeichnet **), so dass 


» 


3 


‚Q\ BR j \ 217 31\ 4\ 1: 
9) 2a) = 1272.Fii1-NDAi+N)Aa-N)IHR)... | 
ist. so sieht man aus den Formeln (5.) und (6.) des $ 1, dass 


(4) 26) = Yylr).wie), 


/ 


ntersuchungen über elliptische Functionen. 

















6) 


\ 
J 


und es wird sich vor Allem darum handeln, für diese Function die linearen 


Transformationsausdrücke zu entwickeln. 
Nun ist aber, da 


(Heu, v(-r)=e0n 
( — — )_ WIT). u —— ) ct E; 
f e (T») 4 ö F\T)s 








ı 71 

a %& T) u? 1 MMMN 
Y (7 + 1 ) — e pi / ’ 1) ( 7 —- 1 io re won Js 

v(T) Y\T) 

wie unmittelbar zu sehen. 
ı7ı 17 E 
ii | -4(T) —op(rT)’ 
5.) xze+h)=e’ AN BE. 
Y(T) ya 


a 1 
(6.) 2. = s#(T), 


*) s. Jacobi, fundamenta. 8.89, Gl. 4. 


##*) Ich will bemerken, dass Herr Hermite in der oben citirten Arbeit „sur la r&solution 
de !’&quation du quatriöme degre* mit 4(r) die dritte Wurzel aus dem Product g(r).p(r) 
bezeichnet hat, welche sich in Beziehung auf 7 als der vollständig bestimmte Ausdruck: 


v2. Ad-)A+NA- At)... 


ergiebt; es finden sich auch dort die Resultate der linearen Transformation für die 


so definirte %-Function. 
*##) 9. Transf. $. 11. 
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und hieraus ergeben sich für die sechs Fälle der linearen Transformation die 


folgenden Beziehungen ’ gr 


l. „=1 4,=$0, b=0(0, bl (mod. 2) 
(de - A, 2 N -7(0,5,—a,b,) 
___ = (TI —— le j 
Na, L \a, b, 
1. =09 a=l b,=l, b,=0 (mod. 2) 
/ b — (LT { 2 \ te D,) 
[> ) = y(7) 5 
AN r- 2) A \a,b,/ u 
I. „=1 «,=1, b,=0, b, N (mod. 2) 
b at T 2\ (ad, +a,b,) 
y( =) 4: #- \e : 
a, tT—b / g(T)’ Na, / 
Eu, Fr ° ı. 8, I. 5b, 0 mod. 2) 
a,T' (T) L2aN b,) 
„(2 —) FE t Ah Je s 
\a, eb ir)’ ‘a, 
V. a 1, =(Q, 5,  E | (mod 
b, 8) x) (2\ -—(ab+a,b,) 
——)= +20 (— )e ’ 
nr T—b, ww > \D, / 


Ich will an der ersten dieser Formeln zeigen, wie dieselben auch aus den 
Formeln (7.) des $. 1 abgeleitet werden können. Da nämlich 


un | 
w(T) — f (- —): 


so wird man, wenn statt r die Grösse 
b,—-a,T 


at—b, 
substituirt wird, worin 


az1l,a=0,b=0, bil 


0 


ist, nach (7.) II. des $1 die folgende Beziehung MEER 


ve Tu . GE ar) = um e G ) 





—4,t 


‚te 
Ferner ist nach (7.) 1.: 
u Vi’ 


b,—ar ——t,b, 
I) rn wre ® ie }, 
a,T a, 
und daraus folgt: 


b—-a,r b,— a,t b,— a,t tee B 
. 0 ei — v — a P} 5 ” —,——— . 
(> )=$ a Id 1 P (—E <)=y(ne a ( / ) 
dl, ), 


art—b, ar—b AT— 


Zur unmittelbaren Herleitung & hier nahe verweise ich auf meine Notiz in 
den mathematischen Annalen von Clebsch und Neumann: die linearen Transformationen 
der Hermiteschen $-Function. 
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I. a=0, al ,=l, bel (mod. 2) 














&-%T y(T) (2\_- — (a6, Lab) 
ee PB ler e 
l \ p\T) 








S.3. 

r n; +» N rg\ » . .. Bene 

Vergleichung der Grösse 7(T") und der Transformationsausdrücke ykk,, wenn der 
Grad der Transformation eine Primzahl ist. 


Aus den Formeln (12.) und (13.) des $.1 folgt durch Multiplication 


Ma \ 2mo ‚n—1 ma\ ı°” 
| sne\ —— )snc ee sme\ . 














. ’ n n 2 n / 
[2 ykk, = (ycc,) - ı eh 
(ma N 2mo \ rn—A1 mo\ 
| dn 3 dn — ) + dn\ ——— — \ 
n / 7-4 N u n/ I 


oder wenn m = ? gesetzt wird, was erlaubt ist, da m jede zu » relativ prime 
Zahl bedeuten durfte. 














25 \ ‚40 ‚n—1)o\ 
SRC\ - — JSNEC\ Be SNEC\ ) 
9 Y + Ih  — R \ N \ n " n J 
vs — IT + .. a "Sa Fee N 
Er } i 20 f 4o \ r(ın - 1 9 
dn a dn nr: Ga ) ... dn u. _ ) 
on n \ n 


worin Vccı die durch den Ausdruck (7) vollständig bestimmte Function von 
ı darstellen soll. Wir wollen nun diesen Werth V mit dem durch die ein- 
deutige Funetion des transformirten 9-Moduls gegebenen Werthe von Vkh, 
vergleichen, wobei von vornherein (aus den für die transformirten I9-Functionen 
aufgestellten Ausdrücken) ersichtlich ist, dass ein Werthunterschied dieser beiden 
Ausdrücke nur in dem verschiedenen Vorzeichen statthaben kann. Bevor wir 
jedoch diese Vergleichung anstellen, ist eine wesentliche Bemerkung in Be- 
treff der Wahl des & hinzuzufügen. Während es nämlich für die Aufstellung 
der Transformationsformeln „leichgültig war. welchen der unendlich vielen 
möglichen Werthe des & man wählte, ist es hier. wenn auch der Werth von 
‚ik für alle » derselbe bleibt. doch fraglich. ob sich nicht bei einer ver- 
schiedenen Wahl des » das \orzeichen des J ändert. Nun war aber der 
allgemeine Ausdruck von — in der Form enthalten: 


0) pn— 16£y—+gr 5 — 162 


= — =_ D2-r 0° —- _ 
n 7 { ! 2 
wenn die Zahlen 


pr—1l6sg und g 


zu einander relativ prim waren. Es folgt hieraus. wenn 7 eine der elliptischen 


Functionen en. dn, snc bedeutet: 
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ar = 1(40p+g.10 IE) = 1(g. 108), 


n 


4a are g. pt A — 165 ) 2 ee), 


N 








NORDEN n—1)Cp-+g.2(n—1)C 


.(, ir ) ME) 


. .(g. ac! en (g. an 


Da nun der Voraussetzung nach g zu » relativ prim ist, und daher die Multipla 


16& . mn T—168&\ 
——)=21(4.2(8-1)0E), 


n n 


und daher 


” 67/7 \ ln I6&\ 
.4(g.2(n—1) ———). 


n 








von q 
1.9, 2.5 3.4, .:.. <q 


nach dem Modul » genommen, wenn man vom BE absieht { (was für die drei 


ki . An. n—1 
genannten elliptischen Functionen geschehen darf), die —— verschiedenen Reste 
a ö n— 1 
1, 2, 3... — 


ei 


le. ee 
n 
— (40 Eh (Sc IE)... ee N, 


es bleibt somit der Werth des V unverändert, welchen der unendlich vielen 


lassen, so wird 








Werthe für & man auch wählen mag. 

Da sich nun x(7) aus dem Producte von y(r) und (7) zusammensetzt, 
so wird es, wie unmiltelbar zu sehen, nur darauf ankommen, die beiden fol- 
senden Paare von Ausdrücken 





20 io; (n—1)o 
(3.) v=g ()*.sne( > )sne(— . SMC a ) und o(r), 
j rt ! 
w(rT)" 


n 
Te un )an(— —).. : dn G= _ D) N 


in Bezug auf ihr Zeichen mit einander zu vergleichen *). 


und wir) 





(4.) ®| 








*) ]Jch betrachte © und ®, besonders, um die Vergleichung jener Ausdrücke an 
dem Producte der snc vorzunehmen, deren Durchführung sowohl zur Aufstellung der 
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über elliplische Functionen. 


Untersuchen wir zuerst zur Vergleichung der Ausdrücke (3.) die durch 
das Schema 








' 0 
165 n 


dargestellten Repräsentanten, so ergiebt BO, wenn 






































> = r— 16 
(» ist eine Primzahl) gesetzt wird, 
4C N sc u 2 (n—1)C si 
v = p(r)*.sne— (T— 165) sne — (r— 168) ... snce— ) (T— 165), 
n N . 
oder da 
2C(t— 168) 2C(n — 1(r— 168) 
SnC = snc +, 
N n F 
6C(T— 168 2C(n — 3)(r— 168) 
SNC _ — $SNC Ben 
7) n 
u. S. W., 
E 2C ac @a-1)C 
5.) o = pln)'.sne — ( (T— 165) sne — (T—168) ... snc ) - (t—165), 
[) 7) 


während der diesen Repräsentanten FE Werth von g(T’), wenn 


‚ . z—168 BD 
1 En Zn 
gesetzt wird, durch die Gleichung 
nit’ B 
6 | A+- Aa YA+g" 
(6.) g(t) = Y2.e’. nd Ber iz 
A-NAFM)Arg)-- 








bestimmt wird. 

Da nun die Ausdrücke (5.) und (6.) vom Vorzeichen abgesehen, für 
jedes 7 identisch sein müssen, so wird man nur nöthig haben, dieselben für 
ein specielles e mit einander zu vergleichen und aus dem Quotienten dieser 
beiden Ausdrücke jenes Vorzeichen herzuleiten. Wählt man zu dem Ende ce 
unendlich klein, so dass 





Ü=2, C'=o, 
„aG 
limg = lime’”" =lime * —=0, 
rit—lö) 
limg’ =lime”"—-lime * =0 


Modulargleichungen, wie ich es in der früher erwähnten Arbeit gezeigt, als auch an- 
derer ın der T'ransformationstheorie vorkommenden Gleichungen nothwendig ist; in 
R 5 en B 
dem obigen Falle könnte man snc = 2 setzen und hätte sich dann nur mit dem Pro- 
dn 
ducte der er zu beschäftigen. 
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ist, so wird sich aus der bekannten Gleichung 


2Cz a # ’ 1+ 2q’”"cos?2r + ı 
A 3 
yec we 1-+ 2°" cos2r Pe 





d 


für unsere Annahme die Beziehung 
i 20x 2 4 
lim sne —— lim — ygq cosx 
st yc 


ergeben und hieraus, wenn der Reihe nach statt x die Grössen 
t— 16£&\ t— 16EN = 46: 
: S\ Hl S r* -) 
7 —)h mn _— ie 
( Fü \ N ), BL = 


N n 





geseizt, und die so entstehenden Ausdrücke mit einander multiplieirt werden, 


die Gleichung folgen 








-16: E18 ’t— 168. 
lim SNC 2 —)$SnC AC — 1 :sne(n— 1 ET ae ww‘ 
% ) \ N 
4 
I we” l 
Zn 3 
o - ( 
lim er N 7 
ce 2 
wenn 
rt—165 y t— 168 n—1 T—16EN 
lim cos n( cos2ıı (— 2). eos —— nk ——) mi P 


bezeichnet Br 
Da nun ferner (7) für die obige Annahme durch den Ausdruck 


te7T 
limgy(r) = 2: lime ° 
gegeben ist, und ausserdem aus der Gleichung 
u 
Ce: — En 
U, 
leicht folgt, dass 
"VER SEE | 
IT (lm 
. 2 y( 
lim —— a — = 1, 
(ve) 
so ergiebt sich: 
7 nnTı 
Free atea" op, 


yv . ’ » . r 4 
während der als eindeutige Function von z' definirte Werth von j% durch den 


Ausdruck bestimmt ist 
ri (T—1i6&) 


8.) gl) = lim.e ” 


J 


Zur Vergleichung der beiden Werthe »® und y(?') ist es nöthig, den Werth 


von P oder den Grenzwerth jenes Cosinusproductes zu ermitteln. 
24” 











Untersuchungen über elliptische Functionen. 


Nun ist aber 








: =) . T—16°\. 
MIT I —— ı —11TT ( - ) ı 
. ee 




















lim cosma(—E) Be Au 
n 2 
eo “ > ) ’ mr (=); —mi ee ı 


also 








ze ei n?—1 rT—16: er 
P a "UWE. DENE Fi A — =) u Ki e ( Ss X - ) re 
+ FRE 


und es geht daher die Gleichung (7.) in 











mr (AN le ati m 
(9) v=lmfe*’ e (a Pa u Pi limnd:e” e * 








über, woraus, wenn man den Quotienten aus (8.) und (9.) bildet, sich die 


Gleichung ergiebt: 





ni —2Eni 
} )) - ıe Sn e n 
lim —— = lim al. 
g(T) er ——, 
23 e n 


Es ist somit ersichtlich, dass der durch die Gleichung (5.) dargestellte Werth 
von ®, wie er unmittelbar aus der Transformationstheorie hervorgegangen, 
für die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen, welche durch das Schema 
1 0 
165 n 


dargestellt sind, denjenigen Werth von y% liefert, welchen g(z') hat, dass 





also für diesen Fall 


t — 16£ 
(10) v= 4 ——) 


ist. Was nunmehr den durch das Schema 

In 0! 

04 
gegebenen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen betrifft, so werden 
für © =1*) die beiden mit einander zu vergleichenden Grössen durch die 





*) Es ist auch hier wie oben zu bemerken, dass der allgemeine Werth von —: 
n 


Pre ch 
n a er, 


worin p und qn zu einander relativ prim sind, für © denselben Werth liefert, wie 


[07 . . . y r 1 [ 
wenn für — der eine in dieser Form enthaltene Werth — gesetzt wird. 
n n 
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Gleichungen bestimmt sein: 








Min 40 sc 2(n—1)C 
® = (ye)" snc — snc — ---snc — . 
n n n 2 
sA+-g)A+gN... 
y(t) = y2gq Fre rg) 


A+N A+g9...? 
worin 

g N er vn er ir 
zu setzen ist. 


Um wie vorher für unendlich kleine ce den Werth des Quotienten 











Ye) 
zu finden, leitet man aus dem Ausdrucke 
i 20x en 2, 
limsne — = lim — yg cost, 
zı yc 
indem man darin der Reihe nach für x die Werthe 
2r An (n—1)r 
Er % n 
einsetzt, die folgende Gleichung ab: 
ac SC 2(n—1)C 
lim snce — snc — --snc —— — 
N n N 
n—1 n—1 
MER ü;n ? 2: Ar n—1)n 
— lim rd) cos = 008 -....cos U } 
„= n n 
(ve) 
und erhält, da bekanntlich 
ar Ar (n—1)n 2 1 
COS — 008 — +: C08s — = (— ——— 
n H [7 n 


ist, für © den Ausdruck 
Bucht nn 
(11.) lime = (—) 2! lim g°, 


während sich für g (T’) der Werth ergiebt: 


(12.) limy(r’) = 2lime’ „, 


woraus die Beziehung folgt: 
> 
13) ve= (—)yiar). 
i n 
Da nun r eine Primzahl, so sind die durch die Schemata 


“ 0 


n 0| 
0A) 





165 " 












gebraische 





/ntersuchungen über elliptische Functionen. 


dargestellten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen die allein existiren- 


den, und man sieht somit, dass sich für einen primzahligen Transformations- 
grad die durch den Ausdruck 











20 40 (n—1)o 
A p\ (T) "SRC— SNC—: «SH —— 
n N N 


segebenen Werthe des » für alle Repräsentanten auch in der Form 


Y et fr -)p (nr) 


darstellen lassen. 


Was nun die Vergleichung des Ausdruckes 


ai ae BE 

er i 20 dia (n—1)o 
en 

n n n 





mit dem durch die Grösse 

vd ) 
gegebenen Werlihe angeht, so wird man, um diesen Fall auf den vorigen zu 
reduciren, von der bekannten Gleichung 


1 


> » (a » N 
sne (tu, c,) 





dn(u,c) = 


Gebrauch machen können, in Folge deren der Ausdruck (14.) in den folgen- 
den übergeht: 


“ e im /4sio an—-Ni 
(33.) %, = Wir) SHE\ . .. Cı sne( . SNE\ ——. 6, )* 


n 


Man könnte nun diesen Ausdruck genau in der vorher angegebenen Weise, 
da er dieselbe Form wie © hat, mit w(r') vergleichen, ich ziehe es je- 
doch vor, hier einen andern Weg einzuschlagen, der uns kürzer zum Re- 
sultate führt. 

Der Ausdruck (14.) zeigt nämlich, dass, wenn man in derselben Weise 
verfährt, wie es in der Theorie der Modulargleichungen geschieht, die e, 
Lösungen einer Gleichung »+1'" Grades sind. deren Coefficienten ganze 
rationale Functionen von «a, sind; nun ist diese Gleichung aber nothwendig 
irreduclibel, weil, wenn sie es nicht wäre, auch die aus ihr abgeleitete Glei- 
chung, welche entsteht, wenn « statt «,, +e statt ©, gesetzt wird, also die 
Modulargleichung, zerlegbar sein müsste, und es wird daher jede andere Glei- 


chung »-+1"" Grades dieser Art zwischen a, und e, die obige sein. Setzt 
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man nun in die Modulargleichung statt « die Grösse «,, so sind, wie ich ge- 
zeigt habe *), die Lösungen der Modulargleichung »+1'" Grades 


2 rt— 16:8 aa, 
Bine, 77T En und w/{nt). 
n/' n BT 


und wir schliessen somit, dass sich für einen primzahligen Transformationsgrad 


*) Transf. 8.39. Ich füge zu den dortigen Auseinandersetzungen noch die fol- 
gende Bemerkung als wesentliche Ergänzung hinzu. Ich habe nämlich gezeigt, dass, 


4 1 
wenn in der Modulargleichung ve in ye, oder rt ın — z verwandelt wird, die durch 


den Ausdruck 16 
2 — 16£ 
ET) 


definirte Wurzel der Modulargleichung in 


(= ) (A 16x 


übergeht, worin u, w, x durch die Gleichungen gegeben sind 
ua — 16£, 





162&e +uy = -—1t, 
uB == r, 
162 + ud —= 0, 
wenn «, /, 7, öÖ die Transformationszahlen einer linearen Transformation sind. Setzt 
man nun hierin {= 1, !!'=n, so wird u als grösster gemeinsamer Theiler zwischen 


l6& und » die Einheit, also „=n, «= 16£, f=n sein, und es bleiben daher nur 
noch die beiden Gleichungen zu befriedigen: 
162.166 +ny = —1 und 162 +05=0; 


hieraus geht aber hervor, dass, wenn 2=£ sein soll, d.h. wenn die resultirende 
w-Function zu demselben Repräsentanten gehören soll, dem die zu Grunde gelegte 
p-Function angehört, 
(16£)’+ny=—1 oder 1-+-(16E)’=0 (mod. n) 
sein muss, d. h. es muss —1 Rest von n, also »=4m-+-1 und 16& die Auflösung 
der Congruenz 
2 =—]1 (mod. n) 
sein; da diese Congruenz jedoch, wenn » eine Primzahl ist, nur zwei incongruente 
Auflösungen 3, und —z, hat, so werden nur zwei Werthe von $, nämlich diejenigen, 
welche den beiden rt 
168 — 2 +k.n und 6E=—z, +k.n 

genügen und zugleich <n so beschaffen sein, dass e=&, u=1, = n wird, 


dass also die Lösung 
gie = 
Rn n 


übergeht ın 


)w sh ” = (IE), 


da n von der Form 4m--1 sein musste. 













suchungen uber elliptische Functionen. 


die durch den Ausdruck 
w(r)" 


— dn( = ) dn( 7). » dn(>®) 


gegebenen Werthe des ®, für alle Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 


auch in der Form 
2 ) t— 168 
u v( - ) q ‚(NT 
® Rh n ' pin) 


darstellen lassen, und die Zusammensetzung dieses und des vorher erhaltenen 
Resultates ergiebt somit den Satz, dass, wenn der Transformationsgrad eine 
Primzahl ist, die durch den Ausdruck 


20 ( 4 (n—1)o 
sne\ — )snce| — )... sne| —— 
on n 


n 





bi} 





1 











2 45 (n—1)o 
dn (—) dn —) ee ( 2) 
n n N 
gegebenen Werthe von V für alle Repräsentanten der nicht äquivalenten 
Klassen auch in der Form 


x a3: )r (nt) 


darstellbar sind. Wir werden daher im Folgenden für die neu zu bildenden 
Gleichungen in V und U den Ausdruck 


snc( ” )sne =) ... sne( a ) 


dn(=” Jan = ) dis an (" ee), 


zu Grunde legen und somit als Wurzeln jener Gleichungen die Grössen 
t— 16£ 


= 














48) „= za) 











y \nt) 
n )» 2 


ansehen dürfen; die Gleichungen in dem ursprünglichen V werden, wenn 2 
quadratischer Rest von » ist, dieselben, wenn dagegen Nichtrest, aus jenen zu 
erhalten sein, wenn man den Coefficienten der ungeraden Potenzen von V 
das entgegengesetzte Zeichen giebt. 


$. 4. 
+ . Mn Y ’ . .. Gau 
Vergleichung der Grösse x(r’) und des Transformationsausdruckes für yYkk,, wenn der 
Grad der Transformation ein beliebiger ungrader ist. 
Ist n eine beliebig zusammengesetzte ungrade Zahl, so werden zu den 
eben betrachteten Repräsentanten nicht äquivalenter Klassen von der Form 
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l 0||n © 
16: 20 4 


noch andere hinzutreten, welche durch das Schema 


| 
(@.) | 


dargestellt werden, worin £ ein Divisor vonn, f' e und S eine der Zahlen 
0, 1, 2. ... f—1 bedeutet, jedoch der Beschränkung unterworfen. dass f, 
16£, f' keinen gemeinsamen Theiler haben: es sollen nun auch für diese Re- 
präsenlanten die Werthe, welche der Ausdruck 


Bd, 4‘ n— 1)o\ 
SREL >> sne( _— rt BT 


N - nn 7 7 


nk a 
R 0 da \ ( (n— Io 
dn( — )dn( ——) ... dn \ — ) 


liefert, mit den Werthen von %(r') verglichen werden. 
Stattnun diese Transformation («.) unmittelbar anzuwenden. wollen wir 


nach einander die beiden durch die Schemata 


tt 0111 0 
lo ıllıss v 


repräsentirten Transformationen ausführen, wobei wir für einen Augenblick 
annehmen, dass 5 und ? keinen gemeinsamen Theiler haben, dass also das w, 
welches zur Transformation 

d 0 

16: 


Ivi 
a 5 


| 


gehört, in der Form &® = tr— 165 darstellbar ist. 
Die Anwendung der ersten Transformation 


giebt, wenn w=1| geselzt, und der dem obigen V analoge Werth des Trans- 


[ormationsausdruckes mit F} bezeichnet wird, die Gleichung 
tu ')s / SC ) SE ') 
sne\ 7; © sne( se) sm a ai 


2, 
ER ER = L aut Arie 
=x() 40 SC 2a NIC (7)% 
dn 7, e Jdn( —-,e )... dn( r ‚e) 
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raısche Untersuchungen über elliptische Functionen. 





< 3 


Bezeichnet man nun das zwischen den Grenzen O und 1 genommene trans- 
formirte Integral mit C,, den zugehörigen Integralmodul mit 4 und den 9-Modul 


so wird die nunmehr anzuwendende Transformation 


mit 7,. 
1 0 
165 , 
für den durch die eindeutige Function des 9-Moduls definirten Werth von 


ykh, den folgenden in der Form des früheren V sich darstellenden Ausdruck 


















ergeben, den wir mit V, bezeichnen wollen: 
E 16&£ }: | ö 16£ | 
2. NT" snc 40, or . SMC Br -1) Mr 
(LG) | SE e a. an[? _nc( I6£ ),2] 
an | a0, (F—), hi ‚dn|2W ne) 
oder, da nach $. 1: 
=, Wen Con, 


worin « den Multiplicator der ersten Transformation bedeutet, die Slate 


2 


Y 


| mc Sea c )sne 


2 
- 


SC 





‚e).. . SNC en ” e Du 





= Gr 


























e la dn eo )an(-C h ‚c).. dn(— X a w 
|), 2] sne[ u (= 468), ,] IR ı DE (te— 168), 
dn| an[E er 33  |an| Ze er), bi. 7 Ellen I (# N 2] ’ 


und daher, 


2 za 
- (Arte) 





// 








wie man leicht mit Benutzung der Transformationsformeln des $.1 sieht, 


ET ind — ji - 


a 


SNC 




















ai tt— 16 
o=1,23,3,... — dn ee, | 
Da nämlich 
 _[AkC /tt—168\ 5) FAkC (tr—A6EN , 
SHCc a rn —), A bi cn wu. (——), A 
r FrrE 6; Tran 1 
| a G n ): A| en ( n ); r: 











tt—16£ 


4pC ] 








ne.) 


‚ c| sn? | = 


{ —e'sn’| Arc 























en arc(! Eure U | En | ei; 
nf), a U Pe 
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und nach bekannten Additionsformeln 

































































„4pC t— 168 
sie Ned a 46; £ 6; 
Y 7= ) ) vf I t 2 ; 
- ZU = — sne|AC(k —_—— 2 | sne| 40 Wen ER . | 
BEE ER ?AkC ze . | " { 
und 
LE tt-1I6&E 
1-c’snc Be fra e) “ 168 Be 
A 3 & | 
RE DE incl nie. din PL nd 
t n 
so geht der obige Ausdruck über 
f4C 7, ,[8C | 20a —I)C | 
sneh —, c| sneh — ,c ]---sne | —— ——,c 
 (- ) 3 E.# h ! 
—_ (T)" + - nn nn neben DE 
hi A\ r4Cc SC 2d—_ TC \ 
dn > „GC dn De er een A 
= t = t m T 
te —168 _ tt —16£ | ftir —16EN 
SC acl —,———— „c sne | sc( ER er snc ee c( hihi. A ur; 
” 7 H — E \ N ” 
168 ‚tt —I6EN\ tı IbHE : 
. a » ha ‘ NE 5 ° > F_ N u gr | » 
dn ac > ‚ce dn | ( \ - )>‘ dn | 2 —1) ( \ , e| 
/,‚tr— 168 er. 7 hr 16£ 
snc [4 (A Ba). sne]| 4C\ k en FOR ” 
IH aa a Sch 
tr — 16€ p\ /.tı 16: p ? 
vi, - Er, _— 2. . ) ie an BER, = r ec 
woraus unmittelbar der oben angegebene Werth folgt. wenn man erwägt. dass 
5 und ? relativ prim und, wenn o ein Vielfaches von f' bedeutet, die Areu- 
z 4pC . 
mente von der Form —— sind. 


Lässt man nun die oben gemachte Beschränkung fallen, dass $ zu £ relativ 
Moduls 


so wird das Resultat dadurch nicht geändert. 


prim (wodurch sich das ® des transformirten in seiner einfachsten 


Form tr— 165 ergab), Denn 
Transformation 

Et 0) 

04 


entsprechende & unverändert in der Form ® =1. 


lässt man das der ersten 


setzt dagegen für das zur 


zweiten Transformalion 
11 0| 
I 
| u | 
116: Ei 


gehörige, wie es nach den eben gemachten Auseinandersetzungen gestaltet ist, 


gr +pl—q.16s, 
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worin 


pt!—g.165 und gt 
relativ prim sind. 


\rgument der elliplischen Functionen folgendermassen lauten 


4c(k. git- -pl- -q.168 


und V, wie oben in die Form 




















/qir- Yt — g.168 
sncdol\ - I + Bunt han .) 
ae fi n 
i rrLis nannf dert pl—g.168 
? . 1. ( T- - Io 
em 2 Bo dndgc(‘ q Hp 4.168 ) 
1 n 
Io 40 (n—i1)o 
ü BRNO —— Rt Se . 
2} u n n n 
A T — — - a — — —— — > FOREN 
n A\ 20 Io (a —1)a 
dn dn —— ... dn- Ze 
N n 2 
umgesetzt werden können, worin 
o = gir+pl—g.165 
und 
pt—q.165, gt 
zu einander relativ prim sind. Hieraus folgt, da 
1 r IT-— I6&\ 
Re ( rn ); 
dass, wenn 
20 Im —1)ö 
SNC—— sSnec— FRON, er u 
Be y(1)' n n n 
ka ar 20 40 n— 1) 
nn \ N 
N n Mn 
gesetzt wird, 


für jeden durch das Schema 


dt 0| 
168 
dargestellten Repräsentanten der nicht 


äquivalenten Klassen die Beziehung 
statthat: 


3 tt— 168& 
ze 


für zusammengesetzte ungrade » als Wurzeln der zu bil- 
denden Gleichungen die Ausdrücke: 


weshalb wir auch 


Ev - 


it’ 


Grunde legen wollen. 








o wird in dem vorher erhaltenen Ausdrucke für V, das 
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S.9. 
Existenz einer Gleichung »-+- 1'" Grades zwischen V und U, wenn der 


Transtormationserad eine Primzahl ist. 


Ä 


Um die Existenz von Gleichungen zwischen den Grössen ykk, und 
ec, nachzuweisen, gehe ich zuerst von den Transformationen aus. deren 
Grad eine Primzahl ist, da die Aufstellung dieser Gleichungen für den Fall. 
dass der Transformationsgrad eine beliebige ungrade Zahl ohne quadratische 
Theiler ist. unmiltelbar aus den Primzahlgleichungen wird abgeleitet werden 
können, und es soll also nunmehr gezeigt werden, dass, wenn » eine Prim- 
zahl, die zu sämmtlichen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen ve- 


hörigen F von der Form 


‚9. SHC - snt - -... SNE- 
de - I 
r | \n EA nm n 
’ \n/ 20 45 (n—I)a ’ 
dn dn . an 
n n n 


worin U durch den Ausdruck: 


(2. H == xie) ri i1-Ni+n)A-F)i+g)... Y 

definirt ist. die Lösungen einer Gleichung »-;- 1" Grades sind. in welcher 
der Coeffieient des höchsten Gliedes 1 und die Coeflieienten der andern Glieder 
sanze rationale Functionen von U sind. 


Setzt man nämlich V in die folgende Form 


20 4 (n—1)o 
2 en EN —— ... (IN -— 
z / 7 n 11 
(3. V: —) U". — — — ie ’ 
; n a a \( 3 Akasia er) ( een an 
ce — con C.+- c en - 1),..:I1 CC) con —— 
(4 n \ er n Par n / 
und bemerkt. dass nach bekannten Multiplicationsformeln 
40 68 (n—1)o 
Bu ar. sr 
N N 7 
ü “ ‘ 20 M j Ro: , 
als rationale Functionen von e»r-— ausdrückbar sind. so kann man V in die 
N 
Form setzen 
| 20 
4) v7 = ulm?) 
(4., f ——)» 


worin f eine rationale Function bedeutet, und es werden sich dann. wenn 


man mit 


Do Ws Do ... 0 Da 
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die allen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen entsprechenden Werthe 
von @ bezeichnet, die zugehörigen Werthe von YV in der folgenden Form 
darstellen lassen: 


Nur), HeUra), ... Pr= Ufo), 


Beachtet man ferner, dass nach den Auseinandersetzungen des vorigen $. der 





Werth des V unverändert bleibt, wenn man in seinem allgemeinen Ausdrucke 














2mo Im (n— 1) mo 
snc Inte —— +: 806 es 
vv" n n n 
bi 2m Amo n—1)mo 
EI di — ..: da n—I)mm 
n n n 


dem m irgend einen zu » relativ primen Werth beilegt, dass sich also für V 
die folgenden gleichbedeutenden Formen ergeben 














20, (n—1)@, 
SHE —— ...snc —— 
Be B.. or . 
e 20, (n— No, ’ 
din —- ... dan — 
n n 
da, (n —1) 2m, 
sne —— . sn — — 
vv n n 
„= U: 7 ur, 
n, (n— —1)20, 
dn —- ... dn = ku ke 
n n 


di 





n—1 
snc a; 4 ... Ss ncn 
V nung Du*. ) > 


[2 n. = 077 

( \ ze 

— ...dn(n- CE = 

. ud 


n n 








C 








so erhält man offenbar mit Beibehaltung der Bezeichnung der rationalen Function 
die nachfolgenden Gleichungen: 


ua U"f(en ee) = U" f(en Si ee U’f(en (n M 5 
ha) ha) nad 














Par: U'f(en 1) Rn Feue). = U"flen un .); 


N 


oder, wenn r eine positive ganze Zahl bedeutet, 


rr ! rr ! rr 
v ı+ Pr . Alle + V.4ı BE. R & !f(en 250, ü 

















Je) 
we) 
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Bu 
2 





worin s die Werthe 1, 2,... .„ @ die Werthe 1, 2, ... n+1 an- 


nimmt *). 
Da nun mit Berücksichtigung der Werthe 


w—r—165, w=1 


leicht zu sehen, dass die Grössen 








25, 
"a 
. . r* » r Y er’ y 
deren Anzahl 5 ist, nicht bloss um ganze Vielfache von 2C und 2%iÜ’ von 
einander verschieden sind, so folgt, dass die Grössen 
ah 
en - 
un 


in verschiedener Aufeinanderfolge übereinstimmen mit den Grössen 


4m C + 4m! il" 
en (  — -) i 


N 





nt . . ’ . » + 
deren Anzahl ebenfalls - 5 Ist, indem den m und m’ die folgenden Werthe- 


combinationen beigelegt werden: 





4 
25 7 ’'Z —_— m, 


! ‘ 1 ‘ ” 
=: +1, #2, .:. # —) -ieiınhn 


2 


Da nun die Argumente » der c» so beschaffen sind, dass für ihre »-fachen 
Multipla 

en \nw) | 
ist, so muss sich 1—cen(nw) in eine Form bringen lassen, deren Zähler nach 
cnw entwickelt zum Theil aus dem Producte der wesentlich von einander 


verschiedenen Factoren 





‘4mC + 4m’iC" 
ENW — CN ( —) . 
n 


worin m und m’ die oben angegebenen Werthe erhalten, zusammengesetzt ist. 


Da aber 
den(no 
a — —nsn(nw)dn(nw) 


für diejenigen ® verschwindet, welche sn(r®) zu Null machen, und 





*) s. Sohnke, aequationes modulares pro transformatione functionum ellipticarum, 


dieses Journal Bd. XVI1. 








ngen über elliptische Functionen. 


1 


sn’ w 


FREE. — 
\ »/ 2Cm+2C'mi 
sn\— - \ 








; . \ n 
sn(nwo) = nsnw Tl | — 


(= "m +2 C' m! 3) 


n 


1— c’sn’wsn 











* 
M ‚[ 2Cm -+-2C' mi ) 
nl m \ en @ — en | ——— . 
"2 . n | 
IR sn o II re 
Ehe ( 2 Cm +2C'm’i ) 
I a ——— \ 
n | 


für alle enw von der oben angegebenen Form Null wird, so kommen die oben 


. ai: y . / \ Je 
aufgestellten Factoren in 1—en(ro) doppelt vor, und da deren Anzahl " 
ist, so wird mit Hinzuziehung des Factors 


1—-cenw 


der Zähler von 1—cn»(»w) in der Form 


(1 — en o) Ten w — en( nu u 


N 





gefunden sein. 


Nun ist aber bekanntlich 


1 2 m 
EN ena + Ben’w-+Ben’®-++-- + Ben’"!w 
cn(nw) = nm 777, nr En 


l m 


1 +Den’o + Den’w-- +---+ Den?” w 


n—1 
— 





Ye -1) 


worin 
et 
m = —— 


’) 


Au! 


eine grade Zahl und die Coefficienten rationale Functionen von ce’ sind, welche 





durch die folgenden Gleichungen mit einander verbunden sind: 


m 








m ü — C \m m i 2 1 C m 
D = (-1)’n(—), B = (-1? — (2), 
c, n Ne, 
m—I re m—? 1 m—I m—ı 1 C m—?2 1 
D=(-A1)’n(2) B B= (1)? 6)" D, 
ce, 2 n Ne, : 
m—2 wi g\m—4 2 m—? m—t | pe \m—4 2 
/ Nur > / We 
D=(-A)?’n() BB B=(-1)” —(2) D, 
i i 
m—3 m—b em ie m—3 m—& | e \m—b l 
D=(-1)’n—) BB B=(-A)®: ——) D, 
. 7 . n c 
*) nach der bekannten Relation: 
ei. _ > ‚2Cm + 2C'm’i 
EI 0 HS Zu I1sn°( 
n 
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Wird daher aus dem obigen Ausdrucke 
1— cn (no 


hergeleitet, so ergiebt sich der Zähler als eine Function nen Grades in Be- 
zug auf erw mit Coellicienten, welche ganze ralionale Funelionen von ec’ 
sind, wenn man sich zuvor den Zähler und Nenner des obigen Ausdruckes 
mit ey multiplieirt denkt. Nimmt man nunmehr, was möglich ist, den Factor 
1—cnw heraus, so wird der übrige Theil des Zählers nach den vorher ge- 
machten Auseinanderselzungen das Quadrat einer ganzen ralionalen Function 
von crnw sein müssen, von der nur noch nachzuweisen ist. dass ihre Üo- 
efficienten rationale Funelionen von ce’ sind. Dies ergiebt sich jedoch un- 


mittelbar aus der Bemerkung, dass das höchste Glied des von dem Faclor 
+(1-eno) 


befreiten Zählers die Einheit ist, und dass, wenn ein Polynom von der Form 
We n°—J3 n° 
en" w+Acen " w+DBen * w-+++.)' 


) 


Coelfieienten besitzt, welche rationale Funclionen von «° sind. auch A, B,... 
rationale Funclionen dieser Grösse sein müssen. 
Aus der Identität der beiden für 


1—cen (no, 


aufgestellten Ausdrücke ergiebt sich nun, dass jede rationale symmelrische 
Function der Grössen 
/4mC - mung 


ca — — 
\ n 


als rationale Function von « sich ausdrücken lässt. 
Es ist somit nachgewiesen, dass sich für jedes ganzzahlige r der 


Ausdruck 
Lt - Kid: £ ' 
U" 
als rationale Function von »®=e’ darstellt. und dass daher die Grössen 
ee Pati 
Ur? U y) I n 


sich als die Lösungen einer Gleichung »+1!® Grades betrachten lassen, deren 


Coefficienten rationale Funclionen von a° = e’ sind. 


oo 


Journal für Mathematik Bd. LXXII. Heft 3. 
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Nun lässt sich aber die Grösse VY noch in eine andere Form setzen; 


BEER 1 ER y 
w( ehe dn ( = k c,) 


da nämlich: 








und 











dn(- = (ie 5 Zu; (in ’ 
_ Ainile 


so geht der Ausdruck (1.) für V über in 


2ıo dio (n—1)ıo 
mn —,c Jen —,c,)...en _—,c, 
! n 











ie ) n ee 
| De dn wen C ‚ Jan’ en, ’ a). (IE ‚c,) 














| (1 2 en ru ‚yon, ee «) 
Zu"? 2in 


dio (n—1)io j )) 
(c’+o3en‘ ij. +6, on (— ‚c))-.-(e +c cn’ ( n e) 


und es folgt nunmehr durch Vergleichung der Ausdrücke (3.) und (5.)*), dass 








V : r i . . 
T: derselben oben gefundenen Gleichung genügt, in der nur statt «° die Grösse 


„=l—-W"=c 


zu setzen ist, mit andern Worten, dass die obige Gleichung unverändert bleibt, 





wenn 1— x an Stelle von «° tritt. 

Da sich nun aber eine rationale Function von x, wenn sie die Eigenschaft 
hat, dass sie unverändert bleibt, wenn 1—.x an Stelle von x gesetzt wird, 
als rationale Function von z(1—x) darstellen lässt, so schliesst man, dass 


die Coeflicienten der oben gefundenen Gleichung nur von der Grösse 


wu — U’ 
abhängen, so dass, wenn man die Gleichung mit 
U""+D 


*) mit Rücksicht auf den vorher gegebenen Nachweis, dass die Werthe von der 


250, 
Form —— sich von den durch den Ausdruck 
n 


4mC + Am’il" 








n 
dargestellten Werthen nicht unterscheiden. 
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multiplieirt, sich eine Gleichung von der Form ergiebt 
v' t 4 E v4+C Vr12..4 ©: £: Eu L 0, 
in der C,, &,, ... C,,, rationale Functionen von U sind, und deren Lösungen 


durch die Ausdrücke 
(en 16£ ) 
a arena ER IE 7 0 4 
/ 2 ; yımı 


dargestellt werden. 


$. 6. 
Existenz einer Gleichung zwischen V und TU, wenn der Grad der Transformation 
eine beliebige ungrade Zahl ohne quadratische Theiler ist. 
Sei p eine Primzahl und die zu dem Transformationsgrade p gehörige 
Gleichung p+ 1! Grades zwischen W und U: 
(1) Wetr+C, W’+C,WP+..+0,W-+C,. >= 0, 
deren Lösungen durch die Grössen 
T— 16£ | 
a ——), xp) 
dargestellt werden, so erhält ri wenn man auf jede dieser Lösungen 
sämmtliche durch die folgenden Schemata repräsentirten Transformalionen 
} 0114 | 
2.90 
165 qg|0 1 


anwendet, in denen g eine Primzahl ist, für die z, welche aus der Zusammen- 





selzung dieser Transformationen mit irgend einer der den obigen Lösungen 
entsprechenden Transformalionen hervorgehen, die folgende Gleichung: 
(2.) V"+BV?+BV"+..+BV+B =, 

in der B,, Ds, ... D,,. rationale Funclionen von W sind, und W eine jede 
der Lösungen der Gleichung (1.) bedeutet. Eliminirt man nun zwischen (1.) 
und (2.) die Grösse W, indem man, wenn 

Bee Mann» 5 Woga 
die Lösungen der Gleichung (1.) und 

mi nn 
die der Lösung W, entsprechenden Coeflicienten der Gleichung (2.) bezeichnen, 
das folgende Product bildet: 





(Ver BO Vet... + BO V+BO,)(VH+ BP Vr+.. 4 BO V+BO)).... 
(Ver! Ber V ah V .n Be iss 0, 


26 * 








ungen über elliptische Functionen. 


so wird die resultirende Gleichung 


(3.) 


. 
P 


Verd@+D)ıL A VerDWwtdD-iL... 


l 


+ Agp+na+n-ı } + Apana+9 . 0, 


in der die Grössen 
A. A>, ... Ay+a+N 


als symmetrische rationale Funcetionen der W rationale Functionen von U 
bedeuten. zu Lösungen die %-Functionen für diejenigen Argumente haben, 


welehe den aus den beiden Transformationssystemen 


0 po 1 0'g 0 
| 


| 
| und 


re 16& go il 


l 
16 


Un 


zusammengeselzten Transformalionen entsprechen, also die Lösungen 
en / pr— 16x ; ( 162, \ Ä 
1 Ge - Y\ —— ), r(part), 
a RZ er AN 


oder, wie oben gezeigt, die in dem folgenden Ausdrucke enthaltenen Werthe: 





20 45 n—1N)o 
" SNE —— SNC — ++ SNMC _—_ 
v ( < )U' n n N 
= \- ag Sinne Te . 
7 Far) Io Nn— | En) 
dn — dn —--- dn ( _— 
n n n 


wenn 2=pqg gesetzt wird. 

Schliesst man in derselben Weise weiter, indem man eine dritte, vierte 
Primzahl u. s. w. zu Hülfe nimmt, so eelangt man zu dem Resultat, dass 
inem beliebigen unpaaren Transformationsgrad ohne quadratische Theiler 

n = pqr...t, 
wo 9,9, r,...t verschiedene Primzahlen bedeuten, eine Gleichung vom Grade 
v= (p+1)(g+1)(r+1)...(t+1) 


entspricht von der Form 











V’r+C,V’"+0,V’"+.+.+C6_,V/+C, = 0, 
in der ©,. C&5. ... C, rationale Functionen von U bedeuten, und deren Lösungen 
dargestellt werden durch 
20 Io a 5 m) 
de SNnCt ——- snc — sne = 
j — rn nt ” N 
in or, ..2u Io (n—1)o’ 
din — an dn = 
1 n 2 


worin @ der Reihe nach die den einzelnen Repräsentanten entsprechenden 


Werthe annimmt. oder durch 


tr — I68\ 


4 / 
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. .. . . . . N Bon i. . . r 
worin für Z ein jeder Divisor von », ! — er und für 5 eine jede Zahl aus 


der Reihe 
ER TER 2 


zu setzen ist. 


Bu 
sestimmung des letzten Gliedes der (V, U) Gleichung. 

Nachdem die Existenz der (V, U) Gleichung für einen beliebigen un- 
paaren Transformationsgrad (ohne quadratischen Theiler) nachgewiesen. und 
deren Lösungen in doppelter Form dargestellt worden, gehen wir dazu über. 
die Eigenschaften dieser Gleichungen zu untersuchen und beginnen mit der 
Herleitung des von der Grösse } freien Gliedes. 

Ist p eine Primzahl. so werden die Lösungen der Gleichung 


PPHLOV+O,V4:. 40, V +0, = 0 


l l & 1} p+t 


in der Form darstellbar sein 











20 4 p— 1) 
9 SNC- SnCc ee TR I——— 
as (=) ee A REF ZEN 
— > e u 
K. i ao Io ) 1 )@ 
! «n — DB —— Renten 
pP p p 


so dass das von V freie Glied der Gleichung durch den Ausdruck bestimm! 


wird: 





/ u nl r 
A Am Im ! ) 
C, Ur®+D IT pP 


mc MIO? 
dn( ———— ) 
pP 


worin den m und m’ die folgenden Werthecombinationen beizulegen sind: 


‚ —1 
wet, 2. —— m: 0 


m :0, +1, +2, ... +——. nie 9 


Da nun aber, wie bekannt: 


 AmC -- 4m’ iC' fe N nd 
ITen\ — I — 2 FRA 
p / N 
p°3—1 


AmC + 4mic'‘ 
IT dn( nie | zu ei 





p / 













ntersuchungen über elliptische Functionen. 


so nimmt das letzte Glied die Gestalt an 





vl 


» + v( Pr +1) 

C.,=eUre+n RN. na 

pH Pi gel Ur-i 
ce + e 2 








PN Jp+1 
= eU?r, 





























worin & die positive oder negalive Einheit bedeutet. 
Stellt man jedoch das letzte Glied durch das Product aller z-Functionen 
dar, so ergiebt sich, da die Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 


bekanntlich den folgenden Werthen von g entsprechen: 
1 1 1 l 





gq’ i ag’, ag, u pt ap! gq’ . er, 


wenn @’—=1, der nachstehende Werth für C,,,: 


Cr = vayııg * (ı _ 9) .- gr) I — 7) ER | > 


re Mı-e)..]- 


( L | = | 3 5 
(4 — arg? (A +3 2) —_ ar) q*) Mr? Bis 


1a ..20%7 p\/A __„P 3 
(d-)A+g”)1-g”)...,; 
aus dem das obige @ zu bestimmen ist. Lässt man aber «, also auch g sich 
der Null nähern, so wird 
limU = limy2g, 
also 
p+1 


Y —_ 1(./J3%H1 3 
Ga=liartg” . 





und nach dem zweiten Ausdrucke 
p+1 


O4 = (Y2Pg ”, 
also e=1, und es lautet somit die (V, U) Gleichung für primzahlige Trans- 
formationsgrade 
PHONE ++, +U = 0. 
Es ergiebt sich hieraus unmittelbar nach den Auseinandersetzungen des vorigen 
Paragraphen, dass für einen beliebigen unpaaren Transformationsgrad 


n = pqr...t, 
wenn 


v = (p+1)(g+1)(r+1)...(£+1) 
gesetzt wird, die zugehörige (V, U) Gleichung die Form hat: 


V’+ C, v4 Ö, V’’t..4 Sa V-+ U’ = 0. 














Koenigsberger, algebraische Untersuchungen über elliptische Functionen. 207 


S. 8. 
Ueber die Vertauschung von V und U in der (V,U) Gleichung. 


Bevor wir die Eigenschaften der Coeffieienten unserer Gleichungen 
weiter verfolgen, ist es nöthig, zu sehen, was aus den Lösungen derselben 
wird, wenn V statt der Grösse U gesetzt wird, oder zu untersuchen, welche 
Werthe in diesem Falle für eine Transformation »ten Grades die Lösungen der 
(V, U) Gleichung annehmen. 

Da hier für 7 die Grösse 


it — 16: 
—, 

Fe ’ ’ _. n ie , ‚ 
‚eintritt, worin £ ein Divisor von n, =7 und S irgend eine der Zahlen 
0, 1, 2, ... £—1 bedeutet, so wird sich eine der Lösungen, welche durch 
das Transformationsschema 

| te 0; 
16x a 
bestimmt ist, wenn x so gewählt wird, dass 
+5 = pt 


und p eine ganze Zahl ist, in der Form: 


it — 16& 
A 


, — z(tT+16p) 
Z r Z\TT4OP, 








>, 


darstellen, also nach $.2 (7.)*) in 
x?) 

übergehen, und es wird somit die (V, U) Gleichung, wenn statt U die Grösse 
V gesetzt wird, zu einer ihrer Lösungen die Grösse U haben. Nimmt man 
nun den gleich zu beweisenden Satz von der Irreduetibilität der (V, U) Glei- 
chung zu Hülfe, so folgt daraus, dass dieselbe unverändert bleibt bei einer 
Vertauschung von U und Y. 

Aus dieser Eigenschaft lässt sich nun unmittelbar eine wichtige Fol- 
gerung für die Coefficienten der (V, U) Gleichung machen. Setzen wir die- 


selbe nämlich in die Form 


C,V’+6,_V”"+6,2V/” + +0 V+0,0” = 0, 


worin C, der kleinste gemeinsame Dividuus der Nenner der früheren Coefficienten 


ah. 195 =0b= —1. 
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der (V, U) Gleichung ist, und also 
3 J fee) 











ny v y Y 
Ü . C, . ( 29 « . . ( v—l 


£ 





jetzt ganze rationale Functionen von U bedeuten, so werden die Coelficienten 
keine höheren Potenzen von U enthalten dürfen als die »v‘, da die Gleichung 
für eine Vertauschung von V und U unverändert bleibt, und höhere Potenzen 
von J als die »‘° in derselben nicht vorkommen. Es folgt, dass Ü, eine Con- 
stante ist, und dass somit die zu dem Transformationsgrade » gehörige (V, U 
Gleichung sich in der Form 
V’+-COV"+G9N"+.+06_/+U’ = 0 

darstellen lässt, in der 

Pe PER 


sanze Funclionen von U bedeulen. 


S. 9. 


Irreductibilität der (V, U) Gleichung. 


) 
Ich gehe nunmehr zu dem Beweise der Irreductibilität der (V, U) Glei- 
chung für einen beliebigen unpaaren Transformationsgrad über. 
Da für 
U=yfr) 
nach der vorangegangenen Theorie sämmtliche Lösungen der (F, U) Gleichung 


der Form 
‚168 
y = „(ezi8) 
darstellbar sind, die (F, U) Gleichung Pi die Gestalt hat: 


’IT- 16? 


en a. \ 
1) Firm. = 0, 





worin F eine ganze Function, £ der ak nach alle Divisoren von », dem 

Grade der Transformation, bedeutet, f = — und dem S zu jedem 7 der Reihe 

nach die Werthe O0. 1, 2, ... !—1 beigelegt werden, so würde. wenn wir 

annehmen, die Gleichung (1.) sei nicht irreductibel, eine Gleichung von niedri- 

serem Grade exisliren, deren Coeffieienten ebenfalls ganze rationale Functionen 

von U=y(r) wären, und die mindestens eine Lösung von der Form 
Sr) 


ee ar 


mit der (F, U) Gleichung gemein a: Sei nun diese Gleichung 


(?.) (za ‚2 )) = 0, 





























Koenigsberger, algebraische Untersuchungen über elliptische Functionen. 209 


worin Öd wiederum ein Divisor von n. Ö' 2 ö’ ist. so wird. wenn an 
5» 
die Stelle von 7 der Ausdruck 7—16r gesetzt und zu eleicher Zeit beachtet 


wird, dass nach (5.) $.2: 


also 


ist, die Gleichung (2.) in 
avA r).z( or—16(2— 0) ) u 
4 yA\ y' / . 
übergehen. Da sich nun r so beslimmen lässt, dass 
e—rd & (mod. Oi, 


worin S, eine beliebig gegebene ganze Zahl <0d’ ist, so sieht man. dass die 


Gleichung (2.) jeden Ausdruck von der Form 
„(6 
„(108) 
zur Lösung haben muss, also auch die Wurzel 
017 
5 =) 
mit der (V, U) Gleichung gemein hat; es besteht somit die Gleichune: 
a ee) 
(0.) y(tT). zI— ) - 0. 


Setzt man ferner in Gleichung (3.) stalt 7 


ba, 





ab 

worin @,, Ad, bu, db, Transformationszahlen einer noch näher zu bestimmenden 
linearen Transformation sein sollen, so erhält man 

— b,—a,ı ob —da,T\ 

a) oe ) 9 
und es wird darauf ankommen, diejenige Transformation, welche das Argumen! 
der zweiten %-Funclion in f liefert, also die Transformation 
da, da, 


Ob, d b, 








mit der folgenden 


1 Ollo, «| Io | 
| | | 
0 nl!P, Pıl 
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CU 





nische Untersuchungen über elliptische Functionen. 


zu identificiren, in der &,, &, Po, Pı ebenfalls lineare Transformationszahlen 
sein sollen, die noch näher bestimmt werden. Die Identilieirung liefert nun 
die folgenden Gleichungen 




















ia =, (aa, b=nß, Immnß, oder 





du=0, Ida=0, o b, = Po b, = 09, 





woraus zuerst ersichtlich, dass 


a,b, — a,b, u a, — ıPo- 
Setzt man nun 
0, = 0, Ö, 0, — a . 160", Bo — 16 5,. 7 — Bu 
also 
a TR, b, = 1608, = OB, 


und bestimmt die Grössen «&,, &, Pu, Pı So, dass sie der Bedingungsgleichung 
genügen: 

m) da —- 160, = 1, 
was stets möglich ist, da d und 16°0’ zu einander relativ prim sind, 
werden sich «, und a,, /, und db, als ungrade Zahlen, «, und «,, /, und b, 
als grade Zahlen ergeben, welche durch 16 theilbar sind, und ausserdem ist 
aus Gleichung (m) zu ersehen, dass @,, == 1 (mod. 8) und ebenso a,b, = 1 


(mod. 8) ist; es folgt daher nach der ersten der Gleichungen (7.) des $.2, dass 


() = 20. 


Ae FE z) = x) 


ist, und da nun 





) T‘ 
“öb, ‚da, T np, — @,T u n 
iz u, T- p) b, ) = x(Z ‚T— ee u = = ı( ) 
a, ——Pß, 
n 


sich ergiebt, so geht die Gleichung (4.) in die folgende über: 


5) Ian, 2(H) 


. . (A . a . . 
und es ist somit auch x) eine Lösung der obigen Gleichung. 
Ich will nun endlich nachweisen, dass, wenn die Gleichung (2.) oder 
» . r T . . “ . 
(9.) die Wurzel (=) hat, sie auch die Grösse 
d w ! 3 


tr—168 
mr 
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oder, was nach dem ersten Theile des Beweises genügend 


7): 


worin f!=n ist, zur Lösung haben muss. 
Macht man nämlich wiederum in Gleichung (5.) für = die Substitution 


so geht dieselbe über in 


(6.) ra ar. _ =): 7 ren -)) = 0, 


und will man ferner PN Transformation, welche das Argument der 


zweiten %- Function liefert, also die Transformation 


a, na, | 
bu nd! 
mit der folgenden 
I: 0 | | A, | u | aut | 
Ki ! I Bi \Aut' Pıt 
identificiren, so wird genau wie vorher zu selzen sein: 
on, seien. Keithf, eb, 
nu ea, Ai, Amt, 


wofür ausserdem die Gleichung zu befriedigen ist 
tab, —- 16 tab, = 1, 


und es ergiebt sich nunmehr genau in derselben Weise wie vorher aus Gleichung 


2) = 


(xt ı(T),% u 


Es ist somit erwiesen, dass, wenn eine Gleichung mit der (V, U) Gleichung 


2 Pr — :.g 


(9.) die folgende Gleichung: 


also auch 


eine Wurzel von der Form 








gemein hat, ihr auch jede andere durch den Ausdruck 


„@ nn 
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dargestellte Grösse als Wurzel zugehört, dass sie mit andern Worten durch 
sämmtliche Lösungen der (V, U) Gleichung befriedigt wird, da dies die Form 
der z-Funetion für alle Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen war. 


Es ist daher jede zu einem beliebigen unpaaren Transformationsgrade (ohne 





quadratischen Theiler) gehörige (V, U) Gleichung irreduclibel. 












$. 10. 


Ueber die auf die Grössen V und U der (V, U) Gleichung zugleich ausgeübten 


















linearen Transformatıonen. 


Es soll nunmehr untersucht werden, was aus der (J, U) Gleichung 
wird, wenn auf das vorgelegte Integral zuerst eine lineare Transformation 
ausgeübt wird, mit andern Worten, worin W und U übergehen, wenn stalt 7 


1 T 
; und 


oder statt 
| 


u 


x, und 


gesetzt wird, da sämmtliche linearen Transformationen, wie bekannt, sich durch 
successive Anwendung dieser beiden herleiten lassen. 
r . * . . a. y 1 . 
Vor allen Dingen ist ersichtlich, dass für den Fall, dass —— an die 


I 
Stelle von 7 tritt, die Grösse U unverändert bleibt, da 


.(-—) = 20 
ist; es folgt schon daraus, dass die (1, U) Gleichung für denselben Trans- 
formationsgrad dieselbe bleiben muss, und es wird nur darauf ankommen, zu 
untersuchen, in welcher Weise sich die Lösungen derselben unter einander 
verlauschen. Da jede Lösung der (V, U) Gleichung, wenn 7 der Modul der 
ursprünglichen 9-Funcelion ist, durch den Ausdruck 
/tr— 1I6EN 

u 
dargestellt ist, so wird die Lösung der neuen Gleichung, welche eben derselben 
Transformation entspricht, die Form haben 


ER 168 


\ N f-tTt- 1657\ 
Z f’ 5 / tr J 








+ 
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Wird nun das Argument dieser Z-Function identifieirt mit dem #-Modul. der 


zu der Transformation 


) (0 DA 0] Ve, Of, 
| 16x Ö' | IP Pl | 16r Of) 1 "N, I6.r.e, 1 09, 
.. . \ . rg . N n f . 
oehört, ın welcher () eın [heiler von N, () 5» z () und alle drei noch 
( 


näher zu bestimmen sind, so ergeben sich die folgenden Gleichungen: 


EB. I6.ro, Hd" A, - —f, 
(2.) Va, — 165, 

3.) da, l, 

4. 1620, +0'P, = d. 


Sei nun Öd der grösste gemeinschaftliche Theiler von 168 und f', so sind « 
und «&, bestimmt durch 
I6£ t' 

= h=5: 

also «, eine grade durch 16 theilbare, «, eine ungrade Zahl. 
Die Gleichung (4.), welche in 

5.) 162+2ß, = 0 
übergeht, liefert die Bestimmungen 

eek Pi — 16%. 
worin % eine noch näher anzugebende Zahl bedeutet. Endlich geht die Glei- 


chung (1.) über in 


165 ! 
6.) 166. —+— PA = —1, 
, ag 
« * » .. * I6E ’ . . 4 ” 
welche Gleichung auflösbar ist, da ar; und Fr relativ prime Zahlen sind, und 
o ) 


man sieht leicht, dass 5, eine durch 16 theilbare grade, /, eine ungrade Zahl 


wird. so beschallen, dass 


t' ; 16€ = 
a , > = —1-—- 16%- = ( mod. 8 
( ( 
und 
2 OPT  D 
A —- = 166 +(1 H16k- —)=1 
ist. 


Es folgt aus der nachstehenden Gleichung des $. 2 


ı7 ’ 
45 ee) Er - ) = (0,5,—a,91) 
n a nn +(T)| —— Ie ® 
7 a,c—b, AU a,b, 
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dass 


fl Z)- 168 











ör— 16x 
E f! . z( Ö' > 
und man erhält somit das Resultat, dass die durch den Ausdruck 
„f tr— 168 
Z\ t! ) 


dargestellte Lösung der (V, U) Gleichung für den ursprünglichen 9- Modul 


r bei der Verwandlung von r in —— in eine andere Lösung derselben Glei- 


x( ÖT eh 


übergeht, in welcher d der grösste gemeinschaftliche Theiler zwischen 168 


chung von der Form 





und f, Ö' = „ und die Grösse x aus den Gleichungen 


2=k.t, 164 .,-—1 


so zu bestimmen ist, dass sie unterhalb 0’ liegt. 
Macht man ferner auf das vorgelegte Integral die lineare Substitution 











—1 1 
0 —1|’ 
für welche sich z in e7; verwandelt, so wird vermöge der Gleichung ($.2): 
go 
b,—a,t (re) (2° 7 (a,b,+a,b,) 
A: ag — 9°G) a 
N N p"(€) 
U ın 
U -753 
„we 


übergehen. Um nun die Lösungen der (V, U) Gleichung für die Transformation 
„!en Grades zu untersuchen, wird es wieder darauf ankommen, die Function 











T \ 
- £ 
"Irre er. dm... rin 
2 !' En !+t'r 
mit der 2-Function, welche der Transformation 
) 0 |le, e| Or, da, | 


162 #||& Al 640%, 1620,+0'B,| 


zugehört,. zu identificiren. Es ergeben sich die Gleichungen: 
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1.) 162,+0'A, = —16$, 
2.) da, = 165-1, 

9) if, 

4.) 16, +0 ß, = —E': 


nimmt man für d den grössten gemeinsamen Theiler zwischen 


165—t und f, 

so wird 
16&—1t !’ 
HE, =— 


Ö 
somit beide ungrade Zahlen, und man sieht leicht, dass die vier Grössen «,, «,. 


Pu, Pı der Gleichung 
Pt = 1 


genügen, also Transformationszahlen einer linearen Transformation sind. Da 
nunmehr die Gleichung (4.) in 


übergeht, also 
z = cz +ttim, 


Pı = b,—- 16m 
zu Lösungen hat, worin x, und b, zwei specielle Lösungen, m eine beliebige 
sanze Zahl bedeuten, so wird nur noch nachzuweisen sein, dass man m und 
, so zu bestimmen im Stande ist, dass der Gleichung (1.) Genüge geschieht. 


Nun geht diese aber, wie leicht zu sehen, mit Benutzung der oben gefundenen 


Werthe in 
16m (165—t)—t'ß, = b, (165-1) +0 


über und ist offenbar, da d der grösste gemeinsame Theiler von 165—f und 
f' ist, stets auflösbar; es ergeben sich somit 

u 0% Pos Pı 
als lineare Transformationszahlen von der Beschaffenheit, dass alle ungrade, 
nur 9, = 0 (mod. 16) ist (nach (1.)), und man erhält daher nach der oben an- 


geführten Transformationsformel der y, da 


, 2 2 2 
(ar) Ma-@ 








P) 
ist, als Lösung der (V, U) Gleichung, welche der ursprünglichen 
r tr— 16& 
y u ri: Un ) 
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entspricht, die nachfolgende: 


3 lör \ 
‚ar Tan 9) 


\ g Gy + 


[— )e' _— nn, 
\ J ‚(Irt— 16x \ 
er 


in der d, 0’, x sowie @,. P, in der oben angegebenen Weise bestimmt werden. 
mit andern Worten, von Einheiten abgesehen eine andere Lösung der ur- 
sprünglichen (F, U) Gleichung dividirt durch die dritte Potenz des transfor- 
mirten Integralmoduls, welcher zu der dieser zweiten Lösung entsprechenden 
Transformation gehört. Setzt man daher in die (}, U) Gleichung 


U Q u r J f 2 gg“ Pi „er 
-e’ für U, ke ie mr €, 


u ve’ \10/ 
so hat die neue Gleichung mit der vorgelegten eine Lösung gemein. 
Aus diesen beiden linearen Transformationen lassen sich nun aber die 
Resultate für all’ die andern unmittelbar ableiten, und es ist zugleich eine 
Methode gegeben, wie man die Umwandlung der Lösungen der (V, U) Glei- 


chung untersucht, wenn auf a beliebige Transformationen ausgeübt werden. 


g. 11. 


Entwicklung der (V, U) Gleichung für einen beliebigen unpaaren Transformationsgrad 


ohne quadratischen Theiler. 
Um nun für einen beliebigen unpaaren Transformationsgrad ohne qua- 
dratischen Theiler die (V, U) Gleichung wirklich herzustellen, ist es nothwendieg. 
die allgemeine Form der Coeflicienten 


Y Y Y 
( 19 U; . . . { ee 
in der Gleichung 


Peru Pre ao 


genauer zu untersuchen, in welcher, wenn 


n = pqr...t 
gesetzt wird, 
v= (p+1)(g+1)...(t+1) 
ist. 
Da nun, wie in $. 5 nachgewiesen worden, wenn » eine Primzahl 
bedeutet, 
Hr rt» + V,, 


U nr 
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eine rationale Function von U” ist. also wenn S, die rte Potenzsumme der 
Lösungen der (V, U) Gleichung darstellt, 
A 
so folgt nach den Gleichungen 
S,+6C, = 0, 


9,+8,0,+26, = 0. 


dass auch 


/® \ I A nı Y TS \ 
(2.) Br ER L 2 FL J) 


’ 
wo C, eine ganze Function von U darstellt; und dass eben diese Beziehung 
auch für die Coeffieienten der (V, U) Gleichung eines zusammengeselzien 
Transformationsgrades besteht, geht daraus hervor, dass nach $. 6 die Co- 
efficienten dieser (V, U) Gleichung als symmetrische rationale Functionen der 
Lösungen der zu den Primzahlfactoren gehörigen (V, U) Gleichungen darge- 
stellt wurden, und diese sich dann ollfenbar nach bekannten Sätzen über sym- 
metrische Functionen in der Form der Gleichung (2.) ergeben müssen. 

Es hat somit im allgemeinsten Falle die (), U) Gleichung die fol- 
gende Form: 

V”’+-V"U”"a,+taU’+a,U”+..)+V’”U”r(b,+b,U’+b,U"+...) 


Rn U” m,+n, U°’+n; U"... LU’ = (U, 


worin die Grössen m,. my. ... m,_, durch die Congruenzen bestimmt sind: 





men (mod. 8) 
| m = In 
ımz=2 mod. 8 

(4.) - s ) 
Fi. = (v—1)n (mod.8), 


und die als Coeffieienten der YV-Potlenzen eintretenden Funclionen von U 


höchstens vom Grade v sind *). 
Ist nun aber die allgemeine Form der Coeffieienten der (), U) Glei- 





chung bestimmt, so ist es leicht, für einen beliebigen unpaaren Transformalions- 


grad die zugehörige (), U) Gleichung selbst herzustellen. 





*) Ich bemerke bei Gelegenheit des Bildungsgesetzes der Coefficienten der (V,U) 
Gleichung, dass die Coefficienten der v-Potenzen in der Modulargleichung genau den- 
selben Bedingungen genügen, dass also die in der „Transf.* aufgestellten und im Ein- 
leitungsparagraphen citirten Congruenzen besser durch die obigen zu ersetzen sind. 


Journal für Mathematik Bd. LXXU. Heft 3. 23 















cnonen. 






Da nämlich | 
U = Y2.yg\A-NA+N)A-qP)...)’ 


(d.) 








U’ = (Ye) (ygq) \A-NA+N)A—gF)...|” us. w., 











und ausserdem die Lösung der (J, U) Gleichung, welche der Transformation 





Y 0 

0741 
zugehört, durch 

z\nt) 


oder 


fe \ ee /% + n$y/- n\/ 2n\ /- 37 3 
6) V= RYfii-)i+")1—g”)...} 


dargestellt wird, endlich die Irrationalitäten in Bezug auf q aus der Gleichung 
herausfallen, da 


vrrgy (Yaro=P(yg)"rfigq), 
wo f{q) eine Function mit nur ganzen Potenzen von g bedeutet, und 
m, == pm (mod. 8) 
ist, so werden wir, mit Rücksicht darauf, dass höhere Potenzen von U als 
die »*° in der Gleichung nicht vorkommen dürfen, nur so viel Glieder in den 
unendlichen Reihen zu entwickeln brauchen, als die Anzahl der zu be- 
stimmenden Grössen 
nr ar 

nöthig macht, um dieselben dadurch, dass man die einzelnen Coeffieienten 
der Potenzen von q verschwinden lässt, zu bestimmen. Ich führe die Rechnung 
für die (I, U) Gleichungen durch, welche zu der Transformation dritten und 
fünften Grades gehören. 

Da für »n=3 die Congruenzen (4.) für m,. m,. m, die folgenden Be- 
stiimmungen geben: 


m, =» (mod.8) also m, =9, 
m, = 6 (mod.8) also m, —=6, 
m, = 9 (mod. 5) also. m;=1, 


so folgt, da höhere Potenzen von U als die vierte nicht vorkommen dürfen, 
die nachstehende Gleichung 
Y+a,V’U’+b,VU+U' = 0, 
oder, wenn die Productentwicklungen der Grössen U und } eingesetzt werden: 
BUT ul a Br a 7220 5 5 Bel Du EEE BE 5 Kl u ask a 72 5 Kal Zr zei 50 2 Kal at a 
+2 11-0491" = 0, 


J 
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und hieraus unmittelbar für @, und 5b, die Werthe 
dA, — 4. b, -= 2. 
so dass die zur Transformation dritten Grades gehörige (1, U) Gleichung 


folgendermassen lautet: 


V+4U’P’-2UV HU’ = 0. 


Ist »=5, so lautet nach Bestimmung der m,. m;. ... die zugehörige (),U 
Gleichung 


V’+a,V’U’+b,V’U’+c,V’U'+d,VU+U’ = 0 
oder nach gehöriger Entwicklung der g-Producte: 
rt1-189°+- 4a, 2’ 1-159+1209-2109 44, 2° 11 64:219-30g4++-| 
+06,2° gi1— 1249+78f— 132g ++ d,y1 39+6g —13g’ +! 
+271—-189+171g 1158’ +) — (), 


woraus sich 
3 Lei sch die —4 


ergiebt, und man erhält somit für die Transformation fünften Grades die folgende 


(},U) Gleichung: 


V°+16 0° V5+15 0? V?115 U V?- AUV+U° = 0. 


Dritter Abschnitt. 
Theorie der Multiplicatorgleichungen der elliptischen Functionen. 


$. 12. 


Die linearen Transformationsformeln für die Multiplicatoren. 


Ich gehe nunmehr zu einer zweilen Klasse von Gleichungen über, die 
in der Theorie der complexen Multiplicalion der elliptischen Funetionen eine 
wichtige Rolle spielen, nämlich zu den Gleichungen, welche zwischen dem 
Multiplieator (dem Jacobischen M) und dem Integralmodul des zu transformiren- 
den Integrals bestehen, und will vor allen Dingen im Folgenden, weil ich 
es zur Entwicklung der Eigenschaften dieser Klasse von Gleichungen später 
brauche, die linearen Transformationsformeln für die Multiplieatoren kurz zu- 
sammenstellen, wie sie sich unmittelbar aus den in $.1 gegebenen Formeln 
für die sechs Fälle der linearen Transformation herleiten lassen *). 


*) Man hat nur nöthig, sich aus den dort gegebenen 'Transformationsformeln das 
Integral 
dy 


Ya—y’)dl— hy?) 










suchungen über elliptische Functionen. 


. „z1 a=0(9, b=0, b4,=1 (mod. 2) 


m, 2 
>ta,—1) 


= ö im einfachsten Falle @« =1. 














ll. s=0, a, =1, ,=1, b,=0 (mod. 2) 


u 
—(a,+b,—2) 


.—. R im einfachsten Falle «= —i. 




























I. „=1, a,=1 ,=0(0, b=1 (mod. 2) 


et 
- Za,b+a—1) 4 


a ; 1 
a=e DE im einfachsten Falle er 


Vv. «.=1l, «a.=1, bz1, 5, =0 (mod. 2) 


abet a—l) 1 h . = D 
a= e? .—, im einfachsten Falle m 


v. a=1 =0, b4,=1, b,=1 (mod. 2) 





Ta) 1 ck ) 

37% Be im einfachsten Falle a Sr 
i l 
vl. «=0(0, a =1 b,=1, b,= (mod. 2) 

ZU 

—— (a,b, —a,a—a,—b,+?) 1 i i 
a=e° a im einfachsten Falle gr 

i 1 
$. 193. 


Existenz der Multiplicatorgleichung des n—+1'" Grades, wenn der Transformations- 


grad eine Primzahl ist. 


Ich will zur Herleitung der Gleichungen zwischen dem AMultiplicator 
und dem Integralmodul nicht von dem in dem ersten $ gefundenen Werthe 




















ME 2m n—1 ma)’ 
1 \sne —— sne —— + SNC —— * 
Ran i n n n 2 n 
1) a= (-1)° 5 T 
, Ma 2mo n—1 mo|? 
sn — Mm Sn —t— \ 
n n 2 n 


/ 


in dem m eine beliebige zu » relativ prime Zahl bedeuten durfte, sondern von 


nn —[2[. 


herzustellen, um unmittelbar den Factor des Integrals 


dx 


YAa-— a’) 1— c’x’) 








zu erhalten. 
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dem Ausdrucke 


20 4 (n— 1)» |’ Ar 
n—1 \src — SINE — + sn ——— | 
ae ne 1 
\ / 20 do (n—1)o 
sn u sn enge ... sn b..B . Be — \ 
n n n 


ausgehen, der für alle die in den Schematen 
11 01 0 | 41 0) 
0 a Hi 16-1) n\ 
enthaltenen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen einer Primzahltrans- 
formation mit (1.) übereinstimmt, für den letzten Repräsentanten 
In 0| 
| | 
041 
jedoch denselben oder entgegengesetzten Werth giebt, je nachdem n == 1 
oder = 3 (mod. 4) ist. Nun sind 














„2ha „ko 
snce —- und sn’ — 
n n 
für ungerade und gerade %k rationale Functionen von sac’ —., und daher Min der 
n 
*), Da 
enu sneu enu 
snou=——. also - —_ — .—_ i 
dnu snu snudnu dlogenu 
du 
so lässt sich auch Ta die folgende Form setzen: 
20 4a —1)o,’ 
u \ [7] a) n )„® 
nn dlogen— dlogen — dlog en ——— 
„lc a nr n n ze n | 
Bio DV % de de 


Ich füge ausserdem noch ui Werth des Multiplicators durch ®-Functionen ausge 
drückt hinzu, wie ich ıhn später brauche; da nämlich 


ur =] un gi 
ro 2r o 


sn — = ar sne ut he due 
n ve c FTEON n yC ee) 
3 


ist, so erhält man den folgenden Ausdruck : 


PRICE (= ee \ (> )s().- s(® Bey} 


M= (—1) BEER... 








(2) 0 Te ze ee) sC 
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Form darstellbar 


20 N\ 
M = f( sn —-), 
n / 





wenn f eine rationale Function bedeutet. 





Da jedoch, wie man leicht aus (1.) mit Hinzuziehung von $.3 ersieht, 
der Werth des Multiplicators unverändert bleibt, wenn man für m der Reihe 
nach die Zahlen 

2. 4... n-1 
selzt,. so wird sich M als dieselbe rationale Funclion von 


„4m „6 .(n—1)o 
SNC Du SnC I . . . SNC er a 
n n 





ergeben, und wenn man nunmehr die in $.5 gemachten Schlüsse genau in 
derselben Weise hierauf anwendet, so folgt unmittelbar der Satz, dass die 
»-+-1 Werthe des Multiplicators M für die Transformationen, welche den Re- 
präsentanten der nicht äquivalenten Klassen einer Primzahltransformation ent- 


sprechen, die Lösungen einer Gleichung » + 1!" Grades sind von der Form 
(3.) M""+CM"+C,M""+--+0,M+C., =, 


deren Coeffieienten C,, C;,... C,., rationale Functionen von ec’ bedeuten. Diese 


n 


Gleichung will ich die zur Transformation » (wenn » eine Primzahl ist) ge- 


— 
w 


hörige Multiplicatorgleichung nennen. 


g. 14. 


(srenzwerthe der Multiplicatoren für den verschwindenden Integralmodul. 


Zum Beweise der Existenz der Multiplicatorgleichung für einen zu- 
sammengeselzten Transformationsgrad sowie zur Herleitung des Ausdruckes 
für den Multiplicator als eindeutige Function des gegebenen und transformirlen 
Integralmoduls ist es nöthig, die Grenzwerthe der Multiplicatoren zu bestimmen 
für den Fall, dass sich der Integralmodul des gegebenen Integrals der Null nähert. 

Die Werthe der Multiplicatoren waren durch den Ausdruck gegeben 


9 
! 











25 4a (n— Na | 
1-1 SNC SNC-—— ... SNC a 
ee 5 n n n | 
#= (1) u 
\ 2a 40 (n-—-1)o 
sn sn u 








N n n 
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Au! Ar! * 


welcher für verschwindende e in 











n—1 
f (#) 2 
(1.) M u Be rs — —— um 
, (& 40 (n —1)m\? 
ang > ano ” ... ano — Zsma } 


übergeht. 
Untersuchen wir erst die Werthe dieses Ausdruckes für eine Primzahl- 
transformation, für welche 
o = 20(7- 165) = iC’-2.168.C 
und 
öö= RC 
ist, so dass für die ersten » Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
der Ausdruck für den Multiplicator in 


























n—1 
2) M 2 
2 A R PEN (sunäie 23 i erZE 1).16&.0\)?? 
an —— ang — - tang| — 
& n O\ n ” n \ 
für den letzten in 
a—1 
li D- 
3.) i _— Senna > 
( / F 40 | SC 2(n— er 
ange —— tanı —— ,„.. tane — 
{ "u 5 n u n 


für verschwindende e übergeht. 
Was nun den Grenzwerth des Ausdruckes (2.) betrifft, so wird, da 





Rul? -Su.16:=,( 
“ y u „ ) 
4duiC'— 4u.168.( ww Wu Zn —1 
N — = Te u use 
e n ‚e n . | 





eh (C= — =») den Werth © annimmt, für die ersten » Re- 


präsenlanten 











n—1 
1)? 
M=-——— —-1 
Kr 1) f 
sein, während der Ausdruck (3.) in 
nm 
(_14)2 
(. = } en \ / er . nn 
‘stane —— tanı —— ... tang ————— 
\ ” 2 w N oO n ) 
















ptische Funchonen. 





übergeht, oder da 








ist. den Werth 





annimmt. 

Die Auffindung der Werthe des Multiplicators M für verschwindende e 
für den Fall, dass der Transformationsgrad eine beliebig zusammengeselzte 
ungrade Zahl ist, lässt sich nun zwar aus den obigen Auseinandersetzungen 
unmittelbar ableiten, doch wird es besser sein, diese Bestimmung den 
nächsten $$ einzufügen. 


8.15. 


Existenz der Multiplicatorgleichung, wenn der Grad der Transformation eine beliebige 


ungrade Zahl ohne quadratischen Theiler ist. 


Nachdem die Existenz einer Multiplieatorgleichung für einen primzahligen 
Transformationsgrad nachgewiesen. wollen wir hiervon ausgehend, ohne auf 
eine nähere Betrachtung des aus der Transformationstheorie hergenommenen 

2ko 2ko 


Ausdruckes für M als Function von sne—— und sn —— einzugehen, die 
n ı ” 


Existenz einer solchen Gleichung für einen beliebigen unpaaren Transformalions- 
grad ohne quadratischen Theiler herleiten. 
Sei p eine Primzahl und die zu dem Transformalionsgrade p gehörige 
Multiplieatorgleichung 
1.) PH )MP+£[ld)M"+..+4f£(C)M+f..() = 0, 
worin 
EB 2 > Wi 


ralionale Funetionen von c bedeuten, so wollen wir mit dieser Gleichung den 
*) Die Richtigkeit dieser zweiten Gleichung leitet man unmittelbar daraus her, 
dass man in der Gleichung 


IB 4 +7 ‚ Sr ST 2(n—1)r n—1)7 
ao" BF 7, _dm, Bi An, 
nü ni (0 \ /\v—e” ) t—e - Ko-i " rer. \T—e . Ko ” ) 
A 


den Grenzübergang zu 2£=]1 macht. 
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bekannten Ausdruck für den Multiplicator *) 


(2.) m? — RA E Bi— k”) de 
MT Te 


verbinden, der, wenn für % der Reihe nach die p+1 Wurzeln der zum Trans- 
formalionsgrade p gehörigen Modulargleichung gesetzt werden, die Quadrate 
der p+1 Lösungen der Gleichung (1.) liefern wird. Man weiss nun, dass 
jedem Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen ein bestimmter trans- 
formirter Modul und ein dazugehöriger Multiplicator entspricht, und es wird 
darauf ankommen, diesen Multiplicator als eindeutige Function des gerebenen 
und transformirten Integralmoduls darzustellen. Sucht man nämlich zwischen 
der linken Seite der Gleichung (1.) und der linken Seite der auf Null „e- 
brachten Gleichung (2.) den grössten gemeinschaftlichen Theiler, so muss 
dieser Theiler in Bezug auf M vom ersten Grade sein und e sowohl als % 
rational enthalten. Denn dass die beiden Polynome für jedes der p+1 trans- 
formirten 4 einen gemeinsamen Theiler überhaupt haben, ist an sich klar, es 
könnte nur der Fall eintreten, dass bei der Division der Coeffieient von A 
in dem letzten Reste sowie der von JM freie Theil, die beide nur von k und e 
abhängen, vermöge der Modulargleichung verschwinden; dann würde aber der 
Ausdruck 
p_ A kd—1P) 80 
pe(l—c’)ok’ 

was auch A für einen Modul der Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
bedeuten mag, in (1.) enthalten sein, weil die Modulargleichung eine irre- 
duetible ist, und es müsste also die Multiplicatorgleichung zu jeder Lösung 
auch den entgegengeseizten Werth als Lösung enthalten. Diese Eigenschaft 
kann jedoch die Multiplicatorgleichung für einen primzahligen Transformations- 
grad nicht besitzen, da sie, wie im vorigen Paragraphen nachgewiesen worden, 


für e=0 in die Form übergehen muss: 


(M-17(#- 2) = 0; 


es folgt somit, dass der grösste gemeinsame Theiler zwischen jenen beiden 
Polynomen vom ersten Grade sein muss, mit andern Worten, dass sich M als 
eindeutige rationale Function von ce’ und dem zu demselben Repräsentanten 


gehörigen A’ ausdrücken lässt. 





*), „Transf.* 8.42. 
Journal für Mathematik Bd. LXXII. Heft 3. 29 
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Sei nun auf das Integral mit dem Modul ce’ eine Primzahltransformation 
vom Grade p ausgeübt, so mögen die den Repräsentanten der nicht äqui- 
valenten Klassen entsprechenden transformirten Moduln mit 


Baur er, 
die entsprechenden Multiplicatoren mit 
M, b) N,. . . . M,,; MI, +1 


bezeichnet werden, so dass die Gleichung statthat 
+1 ET | ( ae A, 
M: + fı(e )M’-+.+f, ce )U-+ for (€ ' nn 0, 


deren Lösungen M,, M,, ... M,,, sind. 


Wird nun von neuem auf jedes der erhaltenen Integrale eine Prim- 
zahltransformation vom Grade q angewandt, so setzen sich sämmtliche Repri- 
sentanten der nicht äquivalenten Klassen vom Grade p 
| 1 Op 0| 
16 p|| 
E »I0 A| 
mit den ähnlichen vom Grade q 

L % O/'qg 0] 


1165 110 N 


> 
Un 


zu sämmtlichen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen vom Grade pg 
3 || p dıgq 0|\pq en 
| 16x, pgq |, 16; q' 162, p 0 1 | 
zusammen, worin dem x, alle ganzzahligen Werthe 0, 1, 2, ... pg—1, dem 
2, die Werthe 0, 1, 2, ... g—1 und dem x, die Werthe 0, 1, 2, ... p-I 
beigelegt werden. 
Nach den bekannten Regeln der Zusammensetzung der Transformationen 
ist nämlich: 





Ip 0111 0) Ip 0 
jo ıllıch «| J16H g)’ 
worin S, die Werthe OÖ, 1, 2,... g—1 annimmt; ferner 
p Olga 9 Ipq 0 
| ai ae | I} 
=. o ıjlo 1| jo a; 
‚1 0 | 1 0 11 .; 
1165 pil165 | |16F+16p5 pgı’ 





l 
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worin 5 die Werthe 0, 1. Bau p—1. S, die Wertbe mr GR g—1. also 
S+ps 
alle Werthe O, 1, 2, .... pg—1 annimmt, wie es in der Transformation 
| 1 Ö| 
16, pg 
der Fall ist. 
Endlich giebt die Zusammenselzung der noch übrigen beiden Schemata 
die folgende Transformation 
(1 0 
| 


| an 
| 


116: p/lo 11 16:4 p 


q vd 7 Ö| 


die freilich von dem obigen Repräsenlanten 


q 0 


| l6.r, P| 
verschieden ist; da jedoch 


'q 0111 0 ıq 0 


j 
| ı@ 


1162; pl|Ir 1| I162;+pr pl 
worin für ein gegebenes x, <Zp stels ein S<Zp so bestimmt werden kann, dass 
4A» 1 5 Ace .c 
16r,+pr = 165g, 
da p und g relativ prim sind, und sich r ausserdem als ein Multiplum von 
16 ergiebt, so wird die durch Zusammensetzung erhaltene Transformation sich 
von dem Repräsentanten, der zum Grade pq gehört, nur dadurch unterscheiden, 
dass auf den letzteren noch eine lineare Transformation von der Form 
‚1 0| 
| 
| » 
I160o 1 
ausgeübt ist, welche jedoch, wie aus den linearen Transformationsformeln für 
die Quadratwurzel aus dem transformirten Modul und den Multiplicator un- 
mittelbar ersichtlich ist, die Werthe dieser Grössen nicht ändert. 
Es mögen nun die Multiplicatoren der neuen Transformation gt” Grades, 
welche dem transformirten Modul %, entsprechen, mit 
(1) (1) (1) 
Be 


7 


die dem %k, entsprechen, mit 
17 (2) (2) (2) 
M, . M; . u... ih H19 


u. Ss. w. bezeichnet werden, so sind offenbar die Multiplicatoren des durch 
29” 
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die Transformation pg‘e® Grades erhaltenen Integrales die folgenden: 
| NM, J 1, M, MI, Miu M, M!), 
/M; Mi, M,M, a 1 ag 


Met er, ... Ku, 


g+1 
und es wird sich darum handeln, aaa dass diese Grössen sich als 
die Lösungen einer Gleichung (p+1)(g+1)'e" Grades darstellen lassen, deren 
Coelficienten rationale Functionen von e’ sind. Dies geht jedoch aus dem Vorigen 
unmittelbar hervor. Denn bildet man die ste Potenzsumme dieser Grössen 
(MO + MED ++ MU) Mi 
+ (MP +ME® +. + MD) M: 
+ (Me+D> 4 Met... + MH) M;,.; 
so wird der erste Theil derselben 
(My + MN" +++ M, rn) M}, 
da 4, M,... M/, die Lösungen einer Gleichung g+1?°r Grades darstellen, 
deren Coefficienten rationale Functionen von %; sind, und M,. wie vorher nach- 
gewiesen, eine rationale Function von 4) und c’ ist”), sich als rationale 
Function von A, und ec’ darstellen lassen, und da die übrigen Theile jener s'" 
Potenzsumme dieselben rationalen Functionen 43 und e’, 43 und ec etec. liefern, 
so wird die st Potenzsumme eine rationale symmetrische Function der Lösungen 
der Modulargleichung zwischen 4° und ce’, also rational durch ec’ ausdrückbar 
sein, woraus unmittelbar hervorgeht, dass sich eine Gleichung vom (p+1)(g+1)'" 
Grade bilden lässt, deren Lösungen die obigen (p+1)(g+1) Multiplicatoren 
der Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen, und deren Coefficienten 
rationale Funclionen von e sind **). In ähnlicher Weise schliesst man weiter 


*) da auch 
4 ae ce?) 


n e(—c’) O(k®) 
und, wie am Ende des $ gezeigt werden soll, eine Gleichung n-+-Iten Grades zwischen 
” und c? besteht. | 


Sur )r 


”) Ich knüpfe hieran eine Ergänzung der im vorigen Paragraphen angestellten 

Untersuchung über die Werthe der Multiplicatoren für den verschwindenden Integr: al- 

modul. Es war dort für einen primzahligen Transformationsgrad p nachgewiesen 

worden, dass p der Multiplicatoren den Werth 1 annelımen, während einer von ihnen 
p—1 

(—1) ? ’ ”- u 

—= ———-— wird, und man wird die zur Transformation pgten Grades gehörigen aus 


p 


MH =: 
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und gelangt somit zu dem Salze, dass es für jeden unpaaren Transformationsgrad 


= pqr. 
ohne quadratischen Theiler eine Gleichung des 
(PH1)(g+1) +1)... 


der obigen Zusammenstellung (3.) unmittelbar herleiten können, wenn man beachtet, 
dass sämmtliche Wurzeln der Modulargleichung verschwinden, wenn .. zu Grunde 
gelegte Integralmodul Null wird; dass das letztere wirklich der Fall ist, geht daraus 
hervor, dass all bekanntlich für einen Primzahlgrad der Aare die ( Juadrat- 


wurzeln aus den transformirten IERNEER aus dem Ausdruck 


2(g4 +gi -1- g T 2 





1+29+2g9’+2g’-+ 
herleiten lassen, wenn man der Reihe nach für r die Grössen 
1 1 l I 


Be, BER, es er, pe 


setzt, worin @ eine pte Einheitswurzel bedeutet; denn wenn e sich der Null nähert. 


so verschwindet auch g, also auch q? etc. und daher der obige Ausdruck. Wenn nun 
aber auch wieder alle transformirten Moduln verschwinden, so werden die Grössen 
' ' 1) 
Be Mara 
2 2 2) 
M, M; Bi 1: 6, M.%ı u. 8. W. 
die Werthe 


2 
4 Gen. 

1 
annehmen, und es wird somit Sg Zusammenstellung (3.) der Muitiplicatoren für die 
Transformation pgten Grades in 


SER 

















I- l 
—1) ? 
BE iR ea, 
q 
gl 
PREPS \, VE. 
ig 2 pri 
4 
g1 
Gars.) Fan 
l 1 . f} ” 1 _ . Se ” 
4 
Br 2 28. = E 1 
Fe a A 
p p p pq 
übergehen, so dass die Multiplicatorgleichung des (p-+1 I)ten Grades pg Lösungen 
pP I q l 
IR 2% AUL (1 
hat, welche der Einheit gleich sind, q, welche = ———-——, p, welche = >. 
p ( 
p—I —1 
SEE 
und eine, welche = ist. Es ist klar, wie in derselben Weise die 
pq 


Werthe der Multiplicatoren für einen beliebigen Transformationsgrad zu bestimmen sind. 
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Grades giebt, deren Lösungen die zu den (p-+1)(g+1)(r+1)... Reprä- 


sentanten der nicht äquivalenten Klassen gehörigen Multiplicatoren, und deren 





Coeflicienten rationale Functionen von ec’ sind. 
Ich will am Schlusse dieses Paragraphen zur Vervollständigung des 
vorher Gesagten noch einige Bemerkungen über die Gleichungen zwischen 4° 


und ce‘ hinzufügen, da ich in meiner Arbeit über Modulargleichungen nur die- 
4 4 
jenigen zwischen yA=® und ye=« näher untersucht habe. 
Dass für die durch den Ausdruck 


u 2 ER 20 da (n—I1)a )’ 
«.) =. C) |SMC———- SNC A 
; | n n n 





dargestellten Werthe, welche zu den (p+1)(q+1)... Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen gehören, eine Gleichung (p+1)(qg+1)...t" Grades 
existirt, deren Coeflicienten ganze ralionale Functionen von ce’ sind, geht aus 
der folgenden Betrachtung unmittelbar hervor. DBezeichnet man nämlich die 
Potenzsummen der Gleichung (p-+1)(g+1)...'" Grades zwischen z und e, 
deren Existenz nachgewiesen ist, mit s, so werden, wenn S die Potenzsumme 
der Ausdrücke («.) bedeutet, die Relationen gelten 


S, — Sy S, — $j69 I, = 5345 


und da, wie oben nachgewiesen worden, der Grad eines jeden Gliedes von 
s, in Bezug auf u 
—=k.n (mod. 8) 

ist. so wird offenbar der Grad eines jeden Gliedes von S,. S,. ... durch 8 
Iheilbar, d.h. sie selbst ganz und rational durch ce’ ausdrückbar sein, woraus aber 
diese Eigenschaft für die Coelfieienten der zu bildenden Gleichung folgt. 

Da ferner das letzte Glied der Modulargleichung zwischen x und © 
von der Form ist 

+ (PH Den 

so wird es in der Gleichung zwischen 4° und ce’ die achte Potenz dieses Aus- 


druckes sein, und es wird somit die neue Gleichung zwischen 4° und c’, wenn 


f | \/n EHRE 
(p+1l)(g+1)... =)I 
gesetzt wird, die folgende Form haben: 
HALT HLEKEY TH +) +) = 0, 


wobei auch hierin, wie aus dem Satze für die Modulargleichungen zwischen 
a und © zu entnehmen, die ganzen Funclionen von ce’ den Grad v nicht er- 
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reichen können. Endlich lässt sich der Irreduetibilitätsbeweis. da 


7 


ee 


ist, genau in der Weise, wie es für die (V, U) Gleichung geschehen ist. her- 
stellen oder auch unmittelbar aus der Irreduetibilität der Gleichung zwischen « 
und ® ableiten. Was die wirkliche Aufstellung der Gleichungen zwischen 7? 
und c’ betrifft, so unterliegt dieselbe keiner weitern Schwierigkeit, indem man 
nur wieder ® = y°(r), "= g(nr) einzusetzen und soviel Glieder zu berück- 
sichtigen hat, als unbekannte Coeffieienten in der Gleichung vorkommen. 


$. 16. 
Bestimmung des Werthes des letzten Gliedes, sowie der Form der übrigen 
Coefficienten der Multiplicatorgleichung. 
Sei für einen primzahligen Transformalionsgrad » die Multiplicator- 
eleichung zwischen M und ec’ die folgende: 


1.) MH" 0M"+0,M""+:..+0,M+C 


[2 


— 0, 


n+1 
In welcher C,, ©, ... C,,, rationale Functionen von c’ bedeuten, so wird 
es sich zur Herleitung der weiteren Eigenschaften, sowie zur wirkliches Her- 
stellung dieser Gleichungen vor Allem darum handeln, das von MM freie Glied 
derselben zu ermitteln. 

Nun ergiebt sich aber aus dem Ausdrucke 


20 4 n—1)o0 








rn | SAC—— SNC - “.SNC- — | 
a | Paar", 1 n 
(2) M= (-1 nn a ABB: ERROR DR i 
he 20 45 (n—1I)o| 
Sm— SM — ++: SM - — \ 
\ N N 7 J 
dass 
4mC + 4m’ ic 
II sne\ — >, 
Mn 
U — 
er. AmO- + 4m’ ic 
en) 
worin den Zahlen m und m’ die folgenden Werthecombinationen zuertheilt werden: 
Zu ae n—1 
,:1, 2, 3, 2.2. — m:0 
2 
0, +1, +2 En 2 
. u ar * 2 mM . Me. FR SEE "een 















» über ellıplische Functionen. 






und da bekanntlich 














ie Am -—- 4m’il' N 1 
ITsne(- ) = —, 
n — 
fe 2 
Be 
4dml J mil ER it 
ITsn(- et —) = —, 
c 2 
so wird 
Er 
’ er 
CU a 





n 

Es ist nun leicht, hieraus den Werth des letzten Gliedes einer zu einem zu- 
sammengeselzten Translormalionsgrade gehörigen Multiplicatorgleichung herzu- 
leiten. Sei nämlich zuerst der Transformationsgrad 2»=p.g, wo p und g 
Primzahlen bedeuten. so wird nach den in $. 14 gemachten Auseinander- 
setzungen mit Beibehaltung der dort gebrauchten Bezeichnungen das Product 
der zu allen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen gehörigen Multi- 
plicatoren des Translormationsgrades pq den folgenden Werth erhalten: 


(MM; M,,.)(M®MP... M®,)MPM...M.2,)... (Ae+P mr#+D,,, Mer») 


oder nach Gleichung (3.) 
rd 2 


(ED n_ E ee a age 


p? 1 Igp 











Ebenso folgt, wenn 
= 9.9.7 
ist. dass das letzte Glied der Multiplicatorgleichung den Werth hat 
1 


pa+»Do HI) g@+DCH+HD pip+lD(a+l) 





u. Ss. W. 

Es soll nunmehr nachgewiesen werden, dass sämmtliche Coeflicienten 
der Multiplicatorgleichung ganze Functionen von e’ sind. 

Multiplieirt man nämlich die Multiplicatorgleichung unter der Voraus- 
selzung, dass die Coeffieienten gebrochene ralionaie Functionen von c’ sind, 
mit dem kleinsten gemeinsamen Dividuus der Nenner derselben, wodurch die 
Gleichung die Form annehmen möge 


(4) KAM HE) MT HR) MT" ++ f,(e)M+ fie) 1 


patde+D ga+de+D,,, 





so ergäbe sich nothwendig daraus, dass Werthe von c’ exisliren, für welche 
der Transformationsmultiplicator Null oder unendlich wird, da alle diejenigen 
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Werthe von ec‘, welche der Gleichung 
fo(e‘) — 0 

genügen, den höchsten und niedrigsten Coeffieienten der Gleichung verschwinden 
lassen, also die Lösungen Null und Unendlich liefern. Es ist zu untersuchen. 
ob dies möglich ist. Sollte dies der Fall sein, so müsste, wie sich aus dem 
in $. 12 aufgestellten Ausdruck des Multiplicators mit Hülfe der 9-Functionen 
ergiebt, eine dieser $-Functionen verschwinden, d.h. es müsste das Areumen! 
Ik w n—1 


__, worin k: 


= —— ist, eine der vier Formen 
Hi Pr» 


r-+(s+ 3)7T, 
r—3+(s+14)7 
annehmen. Da nun aber 
o = pb,—gb,— (pa, —ga,)t, 


worin pb,— gb, und pa,—ga, relative Primzahlen sind, so müsste, wenn 
= 4] fi 
gesetzt wird, für die erste Annahme: 
2k|pb,—gb,— (pa, —ga,)t— (pa —ga,)ti] = rn+snt+snti 
sein; daraus folgt aber, dass 
— 2k(pa,—ga,) = ns, 


dass also. wenn der grösste gemeinschaftliche Theiler von % und » mit Öd bezeichnet 


. Zr » r » R \ . 
wird, „ in pa, —qa, aufgeht. Nun findet aber auch die Gleichung statt 
Er 2 | 
2k(pb,—gb,) = nr, 
r . N R . . 
und es müsste somit auch pdb, — gb, durch 5 theilbar sein, was nicht angeht, da 
z » 


pa, —qga, und pb, —gb, relative Primzahlen sind. 


2ko . ® “ 
Hat —— die zweite Form, so dass 
n 
i | n n 1 ” 
2k|pb, — gb, — (pa, — ga,)t— (pa, — ga,)li] = nr — —+nst-+nsti, 
so folgt 
— 2k (pa, — ga) = ns 
"ir\ l 0) Os 
; n a e 
also wieder pa, — ga, durch $ theilbar; sodann wäre aber auch 
( 
Ak(pb, —gb,) = ®nr—n, 
also auch, da d als grösster gemeinsamer Theiler von k und » eine ungrade 
n N 
Zahl ist, pb,— gb, durch ‘5 theilbar und somit auch unmöglich. 
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Im dritten Falle wäre 








— 2k(pa, — ga,) = n(s+4), 
was nicht möglich ist, da » eine ungrade Zahl ist, und auf dieselbe Unge- 
reimtheit führt die vierte Annahme. Es kann somit keine der vier $-Functionen 
verschwinden, aus denen sich der Ausdruck für den Multiplicator M zu- 
sammenselzt, also auch keiner der Multiplicatoren Null oder unendlich sein, 
und es werden somit in der Multiplicatorgleichung 


I.) MHN(lE)MWP"+L(e)M—"+--+f,_,(c)M+ 





ir 


pH 1)(r Den gl P+l)(r +1)... 
die Coeffhicienten 

 /22\ vr RN 

fı(e /9 (C’), . . . f,-ı(€‘) 


ganze Functionen von c’ bedeuten. 


$. 17. 
Eigenschaften der Multiplicatorgleichungen. 


Es soll nunmehr untersucht werden, in welche Werthe die Lösungen 
r o 
der Multiplicatorgleichung übergehen, wenn statt des Integralmoduls c’ einer 
der translormirten Moduln 4° gesetzt wird. Sei nun 4° der dem transformirten 
$- Modul 
tr— 168 


f I), 


entsprechende Werth 


so giebt es zu jedem dieser Repräsentanten wieder einen und nur einen Re- 
präsentanten einer nicht äquivalenten Transformationsklasse »!°" Grades, welcher 


als transformirten Integralmodul wieder e’ erzeugt; denn sei der Repräsentant 














| u 0 
162 u 

. . . n A . . 

worin « ein Theiler von n, “=—, x <_u ist, so wird der neue 9-Modul 
tt— 168 16 
u: —- — 16r ' 
t! utr— 16£u — 16x tl 
u a ut 


den folgenden transformirten Integralmodul bestimmen 


s/ wr— 16£u — 16ct 
f ( ); 


ut! 
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woraus, wenn derselbe mit 


2 S 
ce = Y \T) 


übereinstimmen soll, vermöge der bekannten Beziehung 


/b—-ar 
Ss ) 0 EN Ss | 
F * T—b ) u 
l 1 


in der 
a=1l, =0, b)=0, bei (mod. 2) 

und 

ab,—ab, = 1 
ist, die folgenden Bedingungsgleichungen sich ergeben: 

ner 
but = a,ut, 
165ub, +16 tb, = but. 

Da nun wegen ,=0 ab, =1 also „= +1,.b,= +1 sein muss, so gehen 


die beiden letzten Gleichungen über in 
ut ut, 
165ua+162f = +h,W ft, 
oder da « und ?’' ungrade Zahlen, also 16 in d, enthalten sein muss: 


1.) ut uf. 


\ , 
2.) gutel = kut, 


worin k eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeuten darf. Da 


nun aber £ und 2 sowohl als « und «' relative Primzahlen sind. so folgt aus 
(1.), dass 
wf eh 
ist, und es geht dann (4.) über in 

S+x2= ku = kt, 
wodurch x, da es kleiner als « sein soll. in der Weise bestimmt wird. dass. 


wenn 5S<t, 2 =t-£ und, wenn S>t=ht+5, ist, e=t-S$, zu wählen ist. 


Es giebt somit stets eine und nur eine zu den Repräsentanten der 

nicht äquivalenten Klassen gehörige Transformation »'°" Grades, welche jeden 

durch eben diese Transformationen erhaltenen Integralmodul in sich selbst 

zurückführt. 

Da nun aber für die Multiplicatoren bekanntlich die Beziehung besteht *): 
— Ü | Cb-ar 


ger gr“ / re er N E. 
1)’ M=. —— =, 


Ka-+aı 


—  ____ — — 


= 


Transf.* 8.42. 


| 30% 
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so wird, dd ,=t, 4,=0, b,= 165, b, = ist, 


t—1 





; VE; 
(-I\"M = — — 
N i Kn 
der zur Transformation 
W 0| 
| 
ı 165 N 
gehörige, und 
; ne Kı 
2" 1 
(1) MM = — — 
Un 
der zur Transformation 
Ef Ö| 
| | 
162 dt | 


gehörige Multiplicator sein; daraus folgt aber, dass 


n—I 
1)? MM’ = — oder 


n 


n—1 


(—1) ? 
3.) MM = —— 
(3.) " nM 





ist; mit andern Worten. wenn man in die Multiplicatorgleichung, die zur 
Transformation »‘°® Grades gehört, statt c’ irgend einen der durch einen 
Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen transformirten Moduln und 


n—I 


) . —1) ? ’ 
statt M in diese Gleichung er setzt. so giebt es stels ein und nur ein 
j N ” 


M, welches mit einer Lösung der ursprünglichen Multiplicatorgleichung zu- 





sammenfällt. Es bestehen somit stets die beiden folgenden Gleichungen 
zusammen: 


| ! | 1 | 
\ AM» /A\MrÄA_L£f/(pn?\ v—? TIER „= \ B- ie en Ga - u ie, 
(4, M rfı(e )M +f(e)H de RI MH ar HD EAN Br 
ren 
- i » Y —1) . / ) 1 >y\ —1 . 1 
5) ee a i 
r.. n’ MM 4 \ J w'ıN + II=\ ) nm’Mr-? I ıLjv-l\ J vi I p“@ +1)(r Men glp Hr +1)... En 





worin die eine gemeinsame Lösung dieser Gleichung der zu %° gehörige Multi- 
plieator ist. Der grösste gemeinsame Theiler zwischen den linken Seiten der 
beiden Gleichungen würde wieder den oben anderweitig hergeleiteten Ausdruck 
für M als eindeutige Function von A und ce’ liefern, während eine Elimination 
von MH zwischen beiden Gleichungen eine Relation zwischen A und ce? liefern 
muss, welche durch die Modulargleichung befriedigt wird. 
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Es soll ferner untersucht werden, was aus den Lösungen der Multi- 
plicatorgleichung wird, wenn auf ce’ die beiden Fundamentaltransformationen 
ersten Grades ausgeübt werden, oder wenn man slalt der Grösse ce in die 
Multiplicatorgleichung 

1—c' und 
setzt. 

Zur Behandlung des ersten Falles wende ich die folgende Methode an: 

Es sei ein Integral mit dem Modul 1— ec’ vorgelegt, und es werde auf 


dasselbe die durch das Schema 


dargestellte lineare Transformation angewandt, welche das Integral in ein 
anderes mit dem Modul e’ und dem Multiplieator — © überführt *). Wird auf 


das jetzt erhaltene Integral die Transformation 


ausgeübt, so mag die Multiplicatorgleichung für den Modul e' hierfür die Lösung 
M liefern, es wird dadurch das vorgelegte Integral mit dem Modul 1— ec 
durch die aus jenen beiden Transformationen zusammengesetzte Transformation 


0 —1|| t 0] |-165 —t 
a 
1 011165 | Er 0 
in ein anderes mit dem Modul 4° und dem Multiplicator 
t—1 
#1)’ IM 


übergeführt sein. 

Ich will jetzt wiederum auf das vorgelegte Integral mit dem Modul 
1—c' die zuletzt erhaltene Transformation («.) anwenden, jedoch so, dass ich 
sie aus einer zu den Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen gehörigen 
Transformation und einer linearen zusammenselze, also aus 


u 0| | O a,! 
U ie 
162 «) ii 
Soll diese Transformation mit («.) identificirt werden, so ergeben sich die 


folgenden Bedingungsgleichungen: 








*) 8. 8.1 und 8. i2. 
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1 u, = — 165, 
2) uu=-f, 
3.) 162.,+wWßA, = t 


2 


(4.) l6ra,+wP, = 0, 


woraus. wenn mit d der grös 


un 


te gemeinschaftliche Theiler von € und S be- 
zeichnet wird. 


ia Vet Zi 165 m “ 
B) 5? 0 2 1 d 
folgen, während die Gleichungen (3.) und (4.) in 
(5.) —162.165+nP, = td, 
6.) —-162-+tP, = 0 


übergehen. Da nun aus (6.) 

z=iu, PB, = 164 
folgt. wenn u eine beliebige ganze Zahl bedeutet, so giebt Gleichung (9. 
die Beziehung 


16: t’ 


7) Mu Hz 


b, 


168 F r 
welche, da —” und —.- relativ prime Zahlen sind, stets auflösbar ist und. wie 


man unmittelbar sieht, in die Gleichung 


> 
104 I — PC, == 1 


a7 
übergeht. also diese vier Zahlen als Transformationszahlen einer linearen Trans- 
formation definirt. Es mag sich aus (7. 
y 
u = wmtr=4 
ergeben, so wird nur q so zu wählen sein, dass 


n 


po fu &= Fu, —+ 54 


.“ z , .nR : . . 
positiv und <a < wird. dann sind die Zahlen «,. «,. /,. P, passend 


h Üde, 

bestimmt als Transformationszahlen einer linearen Transformation und zwar 
o,=0 (mod. 16), , =1 (mod.2), ,=1 (mod.2.), d,=0 (mod. 16), 

also eine lineare Transformation, die zu dem Falle II. des $. 12 gehört und 

als Multiplicator den Ausdruck liefert 


e 
. u \ ) 4 . * 
Da nun aber, wie aus (7.) hervorgeht, ;, und — zu gleicher Zeit =1 oder 


Ö 




















y# 
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—3 (mod. 4) sind, und im ersten Falle die Exponentialgrösse —, im zweiten 


Falle +? ist, so ergiebt sich der Multiplicator dieser linearen Transformation 


in der Form 


Wird nun die zur Transformation 
| % 0) 

16x « | 

sehörige Lösung der Multiplicatorgleichung, welche der auf den Modul 1—e’ 

ausgeübten Transformation »'°%" Grades entspricht, mit M’ bezeichnet, so ist 

der Multiplicator der aus den beiden Transformalionen zusammengeseizten 


Transformation 
18 —fl 


die Grösse 


und es wird daher die Gleichung bestehen 
tt d-1 Ö 
— (1) ":M = —(-1)° (-1) ° iM, 
d. h. 


n—1 
8) M= (-1)’M; 
mit andern Worten, wenn ein Repräsentant der nicht äquivalenten Klassen 
einer auf ein Integral mit dem Modul ce’ angewandten Transformation nt 
Grades den Multiplicator M liefert, so giebt es stets einen Repräsentanten der 


nicht äquivalenten Klassen einer Transformation desselben Grades, welche auf 


n—I1 


ein Integral mit dem Modul 1—e’ angewandt, den Multiplicator (—1) ° M liefert, 


d.h. wenn ich in die Multiplicatorgleichung 1—e’ statt ce’ und (—-1)° M statt 
M setze, so müssen die beiden Gleichungen dieselben » Lösungen haben; in 
welcher Weise dieselben mit einander correspondiren, wird durch die beiden 


Transformationen 
und | 0| 


162 


angezeigt, deren Transformationszahlen durch die oben angegebenen Glei- 


chungen mit einander verbunden sind. 
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Aus der eben hergeleiteten Eigenschaft, die sich auch so aussprechen 
lässt, dass zugleich mit der Multiplicatorgleichung 














Ä | 1 

’'O \ EN EN v-1ı £f/[n v—? RN RS f 2 

\ I.) M I fi \c J M u f: ‚€ ) M T fan ‚c ) M+ p“ t Ue+D.. gl 1)(r 2 = 0, 
wenn »==1 (mod. 4), die Gleichung 

/ a / >\ MM v—. / = u > / 7 1 

(10.) M +f,('1-c)M’ ’ -5(1-c‘)M’ 4 +f,_,(1-e’)M- —(. 


pt l)(r 4 Du giPt L)(r +1)... ,, 
wenn » == 3 (mod. 4), die Gleichung 


(11.) P-HA-)M+£A-)M—°----f,_,(1-e)M- h BR 


p“ Hl)(r-+1)... qw+DaH L)s.s Inf 





besteht, lässt sich die Form der Functionen f,(e’) erkennen. Denn da die 
Wurzeln der beiden Gleichungen sämmtlich übereinstimmen, so wird, wenn 


» = 1 (mod. 4) ist, das folgende Gleichungssystem bestehen: 


f(e)=fhll-ec), Ale)=hll-e), .».. Fale)=h-ı(l-e), 

d. h. es sind diese Functlionen ganze rationale Functionen von e’(1—c’), so 
dass sich in diesem Falle die Multiplicatorgleichung in die Form setzen lässt: 
M’+gı (ec (1—c})) M’"+g, (ec (1—c‘))M’—"+ 

12.) 
\ . ’ 7 1 
a (c?(1 u ))M+ I — Be en IB, 


HC I glp+lIertDe. 





Ist dagegen » == 3 (mod. 4), so werden nur die mit graden Indices behafteten 
Funclionen jenen Bedingungen genügen, also auch ganze rationale Functionen 
von e’(1—e) sein, während sich für die mit ungeradem Index versehenen 
Funclionen, welche die Gleichung 

Frl) sun — fan (1- c*) 
befriedigen, schliessen lässt, dass sie die Form 

w(e(1—c’))(e—4) oder 

„(lel-e)) (de) 
haben, so dass für a=3 (mod. 4) die Form der Multiplicatorgleichung die 
folgende ist: 
dl -E)E-E)M"+plEA-))M"+pLe(1-e))(e-e)M’—"+- 
(13.) | en 1 
TE ++9Q,_,(e (1-e)) (dc) M+ - - = 0. 


p“ +HI)(r I. gipt I)e-+Hl)...,,. 





Es soll nun ähnlich wie vorher untersucht werden, welche Verwandlung 


' 206 ; ’ 1 i 
die Lösungen der Multiplicatorgleichung erleiden, wenn — stalt c’ gesetzt wird. 
Le ’ C 
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u j Ä 1 
Sei ein Integral mit dem Modul r vorgelegt. so wird dasselbe durch 


die von dem Schema 
5 #1 


0 1| 


dargestellte lineare Transformation in ein anderes mit dem Integralmodul e’ 
und dem Multiplicator e übergeführt. Wendet man nun auf das so erhaltene 
{ 0 


165 


der Transformation »t*® Grades an, so ergiebt sich ein Modul. welcher eine 


Integral irgend einen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 


Lösung der zur Transformation n'° Grades gehörigen Modulargleichung ist. 
und als Multiplicator eine Lösung der Multiplicatorgleichung, die mit M be- 
zeichnet werden mag, so dass der Gesammtmultiplicator, welcher zu der aus der 


Zusammensetzung dieser beiden Transformationen entstandenen Transformation 


gehört, durch den Ausdruck 
(—1) . Me 
dargestellt wird. 
s 1 
Wendet man nunmehr auf das vorgelegte Integral mit dem Modul — 


+ 
zuerst einen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
a 0 


| » | 
162 | 


der Transformation »!e" Grades an, so soll eine lineare Transformation 


| vr | 
> 'W 
1% Pı 


gesucht werden, welche mit der obigen, in der noch x, «', x passend zu be- 


stimmen sind, zusammengesetzt, die Transformation 





It+165 | 
| 165 ! 
sieht. 
Da aber 
| Ol a; | u0, u, 
| 162 «|| Pıl nr | I6rza,+w/p, 162a+ up, % 
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so ergeben sich die vier Gleichungen 
(14.) u, — t+ 165, 
(15.) wo. =#, 
(16.) 162,4 wWP, = 165, 
(17.) 1620,+wWP, = ft, 
und wenn man für « den grössten gemeinsamen Theiler d zwischen 
t+165 und f 
wählt, so folgt 


er n ” t+- 168 4 
u X f =, Iı = ———  —n 0C, = — 
} meer, Ms u " 


während die Gleichungen (16.) und (17.) in die folgenden übergehen: 

(18.) 16x(£+165)+nPp, = 1680, 

(19.) 16.-+1P, = 0. 
Nun sieht man unmittelbar, dass, wenn «&,. %. Ps, Pı diesen Gleichungen 
genügen, die Bedingung der linearen Transformation 

Ha = 1 
befriedigt wird, und es folgt ferner aus (19.), dass 
e=zH+lr, Pı =b-I16r, 
worin » eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Setzt man den Werth 
16x = d—t(b— 16%) 

in (18.) ein, so ergiebt sich die Gleichung 

160 (E+165) +9, = b(t+165)—0, 
welche sich. da d' der grösste gemeinschaftliche Theiler zwischen £+165 und 
f ist. stets auflösen lässt, und es folgen somit «,, «, Pu, Pı als lineare 
Transformationszahlen von der Form 


“«,=1 (mod.2), &,=1 (mod.2), ,==0 (mod.16), Aı==1 (mod.2); 


es gehört diese Transformation somit zu dem Falle III des $. 12 und liefert 
für den Multiplicator den Ausdruck 
er / 14168 
srl ) rt Pe zu A r. 
| k' t+16£ | 4? 
5 

wenn 4’ denjenigen transformirten Modul bedeutet, welcher der Transformation 
n'en Grades 























Koenigsberger, algebraische Untersuchungen über elliptische Functionen. 243 


angewandt auf ein Integral mit dem Modul En entspricht. Da aber dieser 
Integralmodul, wie aus der Theorie der Modulargleichungen bekannt ist. im 
Allgemeinen dem reciproken Werthe eines andern der durch die Repräsentanten 
der nicht äquivalenten Klassen dargestellten Translormationen »'% Grades, auf 
ein Integral mit dem Modul e’ ausgeübt, gleich ist. so wird, wenn 4A’ eine 
Lösung der Modulargleichung der Transformation »t°"® Grades für e’ angiebt, 
jener Multiplicator der Transformation jetzt folgendermassen lauten: 

a 

14-168 
a‘ 


ki, 


worin %. da die beiden zusammengesetzten Transformationen. als dieselbe Trans- 
formation auf dasselbe Integral ausgeübt, auch auf denselben transformirten In- 
tegralmodul führen müssen, diejenige Auflösung der zur Transformation n'® 
Grades gehörigen Modulargleichung ist, welche der Transformation 

I 0 

168 | 
entspricht, also das dem M zugeordnete A. 


Wird nun die Lösung der Multiplicatorgleichung, in der — statt ec’ 


( 
gesetzt ist, und die der Transformation 
u 0 


| | 
| > | 
162 «) 
entspricht, in der jelzt «, x, «' fest bestimmte Werthe haben, M’ genannt. so 
ist der Gesammimultiplicator der aus den beiden Transformalionen zusammen- 


gesetzten Transformation 


und es muss sonach die Beziehung statthaben: 
ts = (Zn 
{ { 


Me 
k 


oder 
M — 


man wird somit, wenn man in der Multiplicatorgleichung — statt ce’ selzt. die 
j 


Rn = 
Grösse M in —— zu verwandeln haben, d.h. 


es wird eine Lösung der Multi- 


31 * 
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plicatorgleichung für die auf ein Integral mit dem Modul & angewandte Trans- 
Iormation n'‘°" Grades gleich sein einer einem andern, oben genau bestimmten, 
Repräsentanten der Transformation n'® Grades entsprechenden Lösung der 
Multiplieatorgleichung für e’ als Integralmodul, multiplicirt mit dem Quotienten 
aus dem ursprünglichen Modul e und demjenigen transformirten Modul %. 
welcher dem M für jenen Repräsentanten zugeordnet ist. 


8. 18. 


Irreducetibilität der Multiplicatorgleichungen. 


Der Beweis der Irreduectibilität der Multiplicatorgleichungen für einen 
beliebigen unpaaren Transformationsgrad ohne quadratischen Theiler stützt sich 
wesentlich auf die Theorie der unendlich vielen Formen der 9-Functionen., 
nach welcher 





v \ „er (a,- ‚z’)a,v? ( ! I\ -.- “ auf 
(1.) R Fe, au > CI, T),m 
ıst, wenn 
b-ar i v ® 
2‘ Rn ee Wei, “ = (a | aıt)r 
/ at—b b—-ar a de iu 
(3.) a,b, —a, b, = 1 


und q und m durch die Gleichungen bestimmt sind: 


| q = bun;+b,m,+b,b,, 


Im = an, ta, m; + a,a,; 


(4.) 


endlich ist die Constante CE nach Herrn Hermite durch den Ausdruck gegeben: 





A a I 
ao ee 
ei Br" b— at ? 
wenn 
MM bn?-+2al L 12 l I-Ra,ab ta.a?b 
 Tadn, +2, mn, +a,b m; -+2a,a,b,n,+2a,a,b,m,+.a,ab,) 
6. Ö=e ' 
worin auch der Ausdruck 


in die folgende Form gesetzt werden kann: 
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l. für grade a, =?2“P, worin ? ungrade ist, 


1) wenn « grade, 


5) 


Fil—1 - 
(8.) 0 = — rg —; 5 


2) wenn « ungrade, 





TAN en Ber 
(9.) 00 = ih 1) Er (—1 | f (= a, x Fr 


II. für ungrade a,. 
wenn zwei ganze Zahlen m und » durch die Gleichung 


a, = ma, —dn 
bestimmt werden. 
mı7rı Fi I\? 
\ Zn ex 5) 
10.) gms ° ( Ji ya. 
‘ j d, 
— 4, n h a 
worin (—Z), (77 die bekannten Legendreschen Zeichen bedeuten. 
f d, 
Um nun den Irreductibilitätsbeweis der Multiplicatorgleichung zu führen, 
ist es nölhig, den Multiplicator selbst erst noch in eine andere Form zu bringen. 


Da nämlich die Periodengleichung besteht 


C = aak-+ta,ak', 
aus der folgt, dass 
+ 
Kk 
d _— " - 9’ 
A, P a, T 


so ergiebt sich für die durch das Schema 
w 0 
168 
dargestellten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen der folgende Aus- 


druck für «a: 


€ 
f \ zn =» PER 
(11.) dA r K . 
oder da bekanntlich : 
12) 0 = 90,7), 
2 s N, tr — 16&\° 
(13.) K = 30, a. f’ > ) 


ist, 





a 
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‚ 1 +0. r)’ 
14.) o= u u 
7: 
(0, E 
\ f’ 
also: 
t—1 
._. { 1) ’ I(0O.rT) 
15. M = zur er ” 
T )& ‚ 
+0 2 
ı . fl ) 


} 
so dass. wenn e = g”(r) gesetzt wird, die Multiplicatorgleichung, deren Irre- 
ductibilität nachgewiesen werden soll, die folgende Form annimmt: 


1 
-1) 2 (0, r): 


16.) fie). 


( 
’ + IT— I65\' : 
1] I . ı 
7, 
* “ n » ’ N £. . F . ’ 
worin £ jeden Theiler von », P=—- und 5 eine jede der Zahlen 0, 1,2, ... !— 1 


bedeuten soll. Angenommen nun, es hätte eine Gleichung mit (16.) eine 


Lösung von der Form 


(—1) ° (0, r)? 

ot— 16r\’ 
0} 
I N’ p; 





— bc 0. 
Ö / ot— 16fr 
! d) — \ 
d’ 
so würde eine Substitution von r+16r statt r sowohl die y-Function als die 
ny : : - ; i dot—16r 
$-Function mit dem Modul 7 unverändert lassen. während die Grösse ——.. 


wenn 
e- rd = nr mod. 0" 
gesetzt wird, worin x, eine beliebige Zahl <- 0’ ist. in» 


dr— Ihr 
g' 





übergeht, so dass aus Gleichung (17.) unmittelbar folgt. dass 


y . N | 7 >. 2 ] 
IS. F (4 (a ” — Mich u =— () 
0 +0 IT \ \ 
30, —- 


ist, wenn x, = 0 gesetzt worden, und aus dieser Gleichung will ich schliessen. 
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Kornigsherger, 
dass auch der der Transformation 
10 
Oo mn 
zugehörige Multiplieator derselben genügt. Es ist nämlich im $. 9 gezeig! 


worden, dass eine lineare Substitulion 


Im, a, 
| b, bl 
existirt, auf welche die Transformation 
’) 0 
0 0 


ausgeübt dasselbe Resultat hervorbringt wie die aus den beiden nachfolvenden 
Transformationen zusammengesetzite Transformation 
I Oo, | g* er, 


” 
’ 


| On | En /, | n’7, np, 
wenn die Transformationszahlen in folgender Weise bestimmt werden: 
= 00, =a,.160, Pi 16%... B, =, 
= a, = 16a,. h 160" 3,. b,=0ß. 
worin die Grössen o,, “., f,., P, nur so zu wählen sind. dass 
do, - 16’ 0’ 0, P, 1 
ist. Wählen wir in unserem Falle 


Ud, "| # 


so wird die Gleichung (18.) offenbar in die folgende übergehen: 


Br bh at 
| N F FU), } 
\ . ) a, T\ a T »,/3 
19.) Fig ——-), T | 0. 
/ at—b, yo T 
n 
FE 0, —— 
er 
a.——h 
. n » . 


Nun ist aber 





Bi 


aT—b. 
und wie leicht aus den Gleichungen (1.) und /4.) zu ersehen. da 


bb, Me, 


ist, 
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. - TV 2.9 aa ni... 16 _ 
(0, -; 2; | =C79(0, 7) = dich: 316 9 (0,7 












= (2 9(0, - -)= nr: yo, ey. 


B'—160 7 


n 3 n 






d,=6;: 
























2 
0, Bar) u 
. (— 1) ? e a, ge : — „0° (0,7) 
20. . Yes Eh = — — 1 ) n ) —. nn . 
Pr -,— 0; (0, 
ya 0, Bd ; 





und es wird somit nur noch auf die Bestimmung des Verhältnisses der o 
ankommen. 
Nun ist aber nach 1. 1. 





und 





Pin ur (rs, - JR 2‘. 
2 y2 z 


und hieraus folgt, wie leicht zu sehen. 




















e—1 
ni 
oa ö' . 
und somit auch 
4 b at 
Rom Fl - \ R 
—1 \ at—b, /;3 F(O,r 
en ur u > u ri Be UPBEREER EN Sr “ 
( T .» 
)) — gaming Fi BE 
Er \ n 3 
0 -— 
7 ) 
a — —DdD 
rn 3 
es geht daher die Gleichung 19.) über 
% Ü r\” 
» u S L . 1 
21. F \ g ı\T, - — _ 0, 


| 
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woraus also folgt, dass die Gleichung (17.) auch die zur Transformation 


1 0I 
OO n! 


gehörige Wurzel der Multiplieatorgleiehung zur Lösung hat. 
Nun ist ferner in $. 9 gezeigt worden, dass eine lineare Transformation 


dt, M, 
u 8 

existirt, auf welche die Transformation 
1 0 | 
) m 


ausgeübt, dasselbe Resultat hervorbringt. als die aus den beiden nachfolgenden 


Transformationen zusammengeselzte Transformation 


/ () u eo, RR e.f4 


0 !|I% AP Hei. BE 


’ 


r rer . 
ii. 


wenn die Transformationszahlen den folgenden Bedingungen genüg 


=, u = 10, D io, =b,. 
u=@ r a, = 16a,t, By: 165... 3 th,. 
worin die Grössen «,. a,. b,, b, so zu wählen sind, dass 


ta,b,—-16’fa,b, = 1 
ist, 
Wählen wir wieder 
a=a =1, 


so wird die Gleichung (21.) in die folgende übergehen: 











” e h (] T 
UV, _— 
S b.— ar iu D J 
G er - 
22.) F hl, , Tr 0 
> I 
VE l), — 
tr \ 
[44 a 
Nun ist aber 
SB—a4 e\ Q 
( = 4 
/ \d T—D 7 j 


und ähnlich wie vorher 


ww 
LEW 
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N ih r — 1,16 ac F 
30, Zt) - 90,2 = N: 30,1%, 


\ at—b, 3 , b,— I6r 


- 


J 
ww 


» u 


, Ir ’ I y 
lo een CB (0, —)=00: 
: F m. j 


1.161 
tb, I6tr 





Ir \’ 
x.9(0, 7) ’ 


oder 


st 


Si, 
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also nach dem ersten Theile dieses Beweises auch die zur Transformation 
/ () 
16: ff 


| 
| 


gehörige Wurzel der Multiplientorgleichung zur Lösung hat. Da die Gleichung 
(17.) somit alle Lösungen der Multiplieatorgleichung zu Wurzeln haben muss, 


so ist die letztere irreduectibel. 


&. 19. 


Kintwicklung der Multiplieatorgleichung für einen beliebiren unpaaren 


Transformationsgrad ohne quadratischen Theiler., 
ls erübrigt endlich noch. eine Methode anzugeben. durch welche man 
für jeden unpaaren Transformationsgrad ohne quadratischen Theiler die zug 
hörige Multiplieatorgleichung wirklich herstellen kann, und zwar wird sich 
solehe vermöge früher aufgestellter Beziehungen unmittelbar ergeben. wenn 
man erst den Grad der Coelhicienten der Multiplieatorgleichung in Bezug au 
den vorgelegten Integralmodul bestimmt haben wird. 


Nun war aber in $. 17 gezeigt, dass, wenn man in der Multiplicator- 


. “ 
gleichung 
; 1 
(1. M’+f (e)M’"+f(c)M "+. -+f,_,(e’)M+ - - () 
\ ) fi ) j [ f; i p +ıju 7 J 
7 . „ . M: r 
5 statt ec” selzt, die Lösungen derselben in —,— übergehen, oder dass für 


. 
jedes durch einen Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen transformirte 


k die Gleichung 
M’- | -+f()R per 7 +f 
(2.) 


w* 
—] /: { $ I 
Tb, k p'’ 1) F 


4 

|: 

he. [2 Neu. EUR 0 
mit der Gleichung (1.) eine Lösung gemein hat. 

Lässt man nun ce verschwinden. so werden nach $. 15 die Lösungen 
der zur Transformation »'“" Grades gehörigen Modulargleichunzg | 
verschwinden, während die M endliche. von Null verschiedene 
welche gleich der Einheit oder Brüche sind. deren Zähler die positive 


negative Einheit und deren Nenner Producte aus den Primfactoren der Zahl n 


sind. Da nun auch die Gleichung (2., für die RR nen 
Werthe %k dieselben Lösungen haben muss, also. wie leicht zu sehen. wenn 
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! >t, keins der Glieder unendlich werden darf, so wird sich hieraus un- 
mittelbar eine obere Grenze für den Grad der Functionen 
ie Ar: 
ergeben. 
Da nämlich 


Ir— 168 mE 4 (ge )(ide F.g®) 
un (I) Be .g® a /\ Hi = I ii 
(ite 2 Fe: U " )... 


also für verschwindende ce, wofür auch q sich der Null nähert, 











115 1 


(3.) limk = 2%°.e " ‚limg?“ 








und 
(4) lime = 2° lim 


ist, so wird offenbar, wenn der Grad der Function 


h(e) 
in Bezug auf c’ mit r bezeichnet wird, die Bedingung dafür, dass der Ausdruck 


ER 


nicht unendlich wird, oder dass 





et 


g’.q 
endlich bleibt, dadurch ausgedrückt werden, dass 


P — pt 
Bert oder 


Eh Adam 
r = g’ 2 


oder es wird. da » der höchste Werth von p ist, die oberste Grenze des 
Grades eines jeden der Coelficienten der Multiplicatorgleichung durch den Aus- 


Be) 


wenn man noch der Einfachheit wegen £' und £ so wählt, dass dieser Ausdruck 


druck bestimmt sein 


den möglich grössten Werth erhält. Nun ist aber 


KENY-FA-H-4-5 


und nimmt für ?=n seinen grössten Werth an, so dass die oberste Grenze 
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für den Grad eines Coefficienten durch den Ausdruck 
v v v ug 





Bi, BIN 
gegeben ist. Ist » eine Primzahl, also v—=n-+1, so erhält man als oberste 
Grenze den Werth 





n+i1 /n—1 n— 1 n—1 
( 2 De gr, 


n 





oder den Werth 3- af: 

Nachdem nunmehr für die allgemeine Multiplicatorgleichung (1.) eine 
Zahl gefunden ist, die der Grad der einzelnen Coefficienten derselben nicht 
übersteigen kann, wird es leicht sein, diese Coefficienten selbst zu finden. 


Da nämlich nach $. 18 für den Repräsentanten 




















n 0; 
oAl 
der Multiplicator durch den Ausdruck gegeben ist 
n—1 n—1 
n- U ” 0, 7), M: 1)? (d+2g+ 2g'+2g’+-.)? 
n (0, nt); n (1 + 2g" + 24" +29" + .--)? ? 


und ausserdem . 
e = li) AH). PA-NA-gS)%..., 
so werden, wenn man die Coeffiecienten der Multiplicatorgleichung in der Form 
annimmt 
A,-+ 4, e +0 c'+ ++-4,_; er 
in den obigen Ausdrücken für M, c’ und deren Potenzen nur so viel Glieder 
zu entwickeln sein, als die Anzahl der unbestiimmten Coefficienten 


Ayy Ay 2. du, De ae ae Me Me + Me 


. 
7 — 





2 
- - 


nöthig macht, um die letzteren dadurch, dass man die Coefficienten der ein- 
zelnen Potenzen von g verschwinden lässt, zu bestimmen. Für die wirkliche 
Herstellung der Gleichungen ist zu beachten, dass die oben (8.17) gefundene 
Form der Coefficienten der Multiplicatorgleichung 

g(e(1—c)) oder Yle(l1—e’))(ei — c*) 
eine wesentliche Abkürzung der Rechnung gestaltet. 


*) Ich will bemerken, dass, wie leicht einzusehen, der Coefficient von M” den 


Grad B 


wirklich erreicht. 





2 
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Ich will nunmehr die Rechnung zur Herleitung der Multiplicatorgleichung, 
welche zur Transformation dritten Grades gehört, anstellen. 

Da in diesem Falle nach $. 17 die Multiplicatorgleichung die Form hat: 
M*’+a,1—2ec) M’+a,M+a,(1—-2ce)M—4 = 0, 


Each die oberste Grenze des Grades der Coelficienten liefert, so 





n—- 
2 
wird. wenn man 


indem 





v— —_ı 4 r?dC +) 
I 


ce = 169 (1-89 +44 — 192g —---) 
in die obige Gleichung einsetzt und einige leicht ersichtliche Reduclionen vor- 





und 


nimmt, die folgende Bestimmungsgleichung erhalten: 

(1+169+ 1124 +) — 3a,(1— 329+256g° ++ )(14+129+604°+--) 
+9a, (1489+24Q’+-)- 27, 144g +4Q’+-)(1-329+ 25604 )—27 = 0, 
oder, wenn man die Coelfficienten von g', q', q der Null gleich setzt, die drei 


Gleichungen: 


1— 3a,+ 9a, — 27; —27 = I, 
16 +60a,-+ 72a, + 756; 0, 


| 


woraus sich 
.=—-% =2%, m=0 
ergiebt, und wir erhalten somit die zur Transformation dritten Grades gehörige 
Multiplicatorgleichung in der Form 
M—3 (1-2) P’+2M—4 = 0. 
Genau in derselben Weise erhält man die zur Transformation fünften Grades 
gehörige Multiplicatorgleichung, deren Coefficienten nur Functionen von e’(1—c‘) 
sein können: 
M + 3(256.e°(1— ce’) — 26) MW’ +11M?—12M’ +7 —R2M+4 = 0. — 

Aus den in der vorliegenden Abhandlung behandelten Gleichungen lassen 
sich nun aber alle in der Transformationstheorie der elliptischen Functionen auf- 
tretenden Gleichungen ableiten, welche den gegebenen Integralmodul, den 
transformirten und den Multiplicator der Transformation mit einander verbin- 
den, indem man nur auf die Modulargleichung, die (V, U)- und die Multiplicator- 
gleichung nach den Methoden, wie ich sie oben angegeben, Transformationen 
des ersten oder zweiten Grades anzuwenden hat. 

Heidelberg, im December 1869. 


——— | 
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Bemerkungen zu der Abhandlung: 
„über hypergeometrische Functionen x“ Ordnung‘ 


ın diesem Journal Bd. 71 S. 316. 


(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.) 





1. 


I meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 66 No. 7) ist gezeigt, dass in 
der Klasse der eben daselbst No. 4 Gleichung (12.) charakterisirten Differential- 
gleichungen, den Fall einer Differentialgleichung erster Ordnung mit drei 
singulären Punkten abgerechnet, diejenige, welcher die durch die Gausssche 
Reihe darstellbaren Funclionen genügen, die einzige ist, welche durch die 
singulären Punkte und die Exponenten der zu den einzelnen singulären Punkten 
und dem Unendlichkeitspunkte gehörigen Fundamentalsysteme von Integralen, 
oder, was dasselbe ist, durch die Wurzeln der zu diesen Punkten gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichungen allein vollständig bestimmt werden. 
Ist » die Ordnung der Differentialgleichung (12.) No. 4 meiner angeführten 
Abhandlung, o die Anzahl der gegebenen und bestimmten singulären Punkte 
derselben, so ist, wie aus No. 7 eben daselbst zu ersehen, die Anzahl der 
nach Festselzung der Wurzeln der Fundamentalgleichungen noch verfügbaren 
Constanten der Differentialgleichung: 

; — WE-ND-r@+N)+2, 

e 2 
In der in der Ueberschrift genannten Abhandlung nimmt Herr Pochhammer 
diesen Satz zum Ausgangspunkte seiner Untersuchung. Er betrachtet den 
Fall o=r und verfügt, nachdem er für jeden einzelnen singulären Punkt 
und den Unendlichkeitspunkt die Exponenten fixirt, über die übrigen 


(n— 2) (n’— 1) 
€&,n = > 








Constanten der Art, dass er zu einer Differentialgleichung gelangt: 


d* y 
=, 





(A.) p(«) +2 Zul 1)" [1,9 Pa) 1) NEE 
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wo . 
(2) = (*-a)(2-,)... (—-a,), 
v(z) Ba Mr, b. 
(0) za ' z-—a, ” Ve ’ 
indem 6,. b,, ... b,, A willkürlich gegebene Constanten bedeuten (s. seine 


Abhandlung Abschnitt I. Gleichung (16.)). 


2. 


Um zur Differentialgleichung (A.) zu gelangen, stellt Herr Pochhammer — 
wenn ich mich in der von mir gebrauchten Terminologie ausdrücke — die 
Bedingung auf, dass die determinirenden Fundamentalgleichungen für jeden 
singulären Punkt die Wurzeln O0, 1, 2, ... n—2, für den Unendlichkeits- 
punkt aber die Wurzeln —A+1, —A+2, —i--3, ... —A+n—1 haben, und 
dass die diesen Wurzeln als Exponenten zugeordneten Integrale für jeden sin- 
gulären Punkt geradezu, für den Unendlichkeitspunkt aber mit 2”*' multi- 
plieirt in der Umgebung des bezüglichen singulären Punktes oder des Unend- 
lichkeitspunktes eindeutig, continuirlich und endlich werden und in denselben 
Punkten von Null verschieden sind. 

Der analytische Ausdruck dieser Bedingungen ist durch No. 7 meiner 
Ahhandlung dieses Journal Bd. 68 implieite gegeben. Soll für einen sin- 
gulären Punkt «a die determinirende Fundamentalgleichung die Wurzeln 
0,1, 2,... a —?2 und ausserdem die Wurzel « enthalten, so hat man da- 
nach zwei Fälle zu unterscheiden: 

Entweder ist « keine positive oder negative ganze Zahl, alsdann bilden 
die Wurzeln 0, 1, 2, ... »—2 eine Gruppe für sich, und der dort angegebene 
analytische Ausdruck für die Bedingung, dass die dieser Wurzelgruppe ent- 
sprechende Integralgruppe in der Umgebung von a von Logarithmen frei sei, 
ist mit den Gleichungen des Herrn Pochhammer identisch, wenn man in 
letzteren P,(x) für AR,(x) setzt. 

Oder « ist eine positive oder negative ganze Zahl, alsdann bilden alle 
» Wurzeln 0, 1. 2, ... n—2, u eine einzige Gruppe. Der analytische Aus- 
druck der Bedingung, dass die dieser Wurzelgruppe entsprechende Integral- 
gruppe von Logarithmen frei sei, wie sie No. © meiner Abhandlung Bd. 68 
viebt, enthält alsdann ausser den Gleichungen des Herrn Pochhammer noch andere. 


Ist insbesondere u gleich einer der Zahlen 0, 1, 2,... n—2, so 
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folgt schon aus No.6 meiner Abhandlung Bd. 66, dass die Integralgruppe 
Logarithmen enthält. 

Dasselbe gilt vermittelst der Substitution = für den Unendlich- 
keitspunkt. — Wir haben also das Resultat: 

Die Behauptung des Herrn Pochhammer, dass stels die Integrale der 
Differentialgleichung (A.) für jeden singulären Punkt oder für den Unendlich- 
keitspunkt mit Potenzen resp. von z—a oder x multiplieirt in der Umgebung 
von a oder des Unendlichkeitspunktes eindeutig, continuirlich und endlich sind, 
ist nicht richtig. 

3. 

Auch die Einschränkungen, welche Herr Pochhammer im II. Abschnitt 
seiner Abhandlung für die Werthe von b,, b,, ... b,, 4 macht, ändern in 
dieser Beziehung nichts. 

Es sei mir gestaltet, ein Beispiel hinzuzufügen, auf welches ich nachher 
noch einmal zurückkommen werde. 

Es sei n=2, a=0, a,=1, und den eben angeführten Einschränkungen 


in Bezug auf b,, b., ... d,, 4 gemäss ,=14,b4,=1l, 4=21, so wird 
die Differentialgleichung (A.): 
[? y ,.. 
1.) 422-1) -8@22-1) 4 421y = 0. 
dx ’ de 


Versucht man dieser Differentialgleichung in der Umgebung von 2=0 durch 
eine Reihe 
I 


Me, 
ya 6a 
zu genügen, in welcher c, von Null verschieden ist, so müsste für k= 
0, 1,2, ... u inf. 
(2) Alk+1)(k—2)e,,, = (4 —20k-+21) ce, 
sein. Allein für #=2 verschwindet der Coefficient von e,.,. aber nicht der 


Coeflicient von ce, dieser Gleichung, wie es sein müsste. 


Ebenso wenig ist in der Umgebung von z=1 eine Entwickelung 
der Form 
.. 
u . » N 
Y = =,0(2—1) 


.„ so erhält man aus (1.) 


möglich, wenn c, von Null verschieden sein soll. 
1 
Setzt man ı=— 


=” 1 d’ Y ı wi % dy >) 
.“ “ BER F _—— 2 a \ ‘ FFC } — vu Gm peusel 0. 
(1°.) 11—Ni Er S(3 fit 21 ly 


Journal für Mathematik Bd. LXXH. Heft 3. 33 
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Die Wurzeln der zu £=(0 gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung 
sind —? und —$. Setzt man 








so wird aus (1*.) 


2. N nn 
(1 .) 4(1 t)t Ir +4(&-1)—- {n —. 


Dieser Differentialgleichung kann man nicht durch eine Reihe 
+ 
y =, 
genügen. wo c, von Null verschieden ist, was wie oben folgt. 

Ueberhaupt hat die zu irgend einem singulären Punkt a, der Diffe- 
rentialgleichung (A.) gehörige determinirende Fundamentalgleichung ausser den 
Wurzeln O0, 1. 2, ... na—2 die Wurzel 5,+4—1, und wenn diese eine po- 
sitive oder negative ganze Zahl ist, so können nach No.2 die Integrale der 
Dilferentialgleichung (A.) in der Umgebung von a, Logarithmen enthalten. — 
Die zum Unendlichkeitspunkte gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
hat ausser den Wurzeln —A+1,. —i+2, —i+3.... --i+n—1 noch die 


Wurzel n„—i— (b,+b,+..-+5,). Ist also 4, +b,+-+b 


„ eine positive oder 
negative ganze Zahl, so können die Integrale der Differentialgleichung (A.) in 
der Umgebung des Unendlichkeitspunktes Logarithmen enthalten. 

In der That sind in dem obigen Beispiele für die singulären Punkte O 
und 1 die zu der Wurzel Null. für den Unendlichkeitspunkt die zu der Wurzel 
— 3 der bezüglichen determinirenden Fundamentalgleichungen gehörigen In- 


tegrale der Differentialgleichung (1.) mit Logarithmen behaftet. 


4. 

Wir finden das obige Resultat auch bestätigt. wenn wir die im Ab- 
schnitt II. der Abh. des Herrn Pochhammer behandelte Integration der Dif- 
ferentialgleichung (A.) durch bestimmte Integrale einer Prüfung unterziehen. 
Es wird daselbst verifieirt, dass 


Ya = / a—a)"u-a)!...(u—a,)""u—r)"du und 


= | 
y„= / “— a) "(u —a,)”7"... (ua, (u—z) "du 


[= 


Integrale der Differentialgleichung A.) sind. 
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Wir wollen uns jedoch nicht bei dem Umstande aufhalten, dass man 
erst dann die Differentialgleichung (A.) als durch diese Funclionen von = in- 
tegrirt ansehen könnte, wenn der Nachweis geliefert wäre, dass man aus den- 
selben ein Fundamentalsystem von Integralen herstellen könne, d.h. ein solches 
System, zwischen dessen Elementen keine identische lineare, homogene Re- 
lation mit constanten Coeflicienten stattfindet. Wir wollen daher zulassen, dass 
2.B. Ya» Yıra Ya39 - + - Yaaa-ıs Ya-ırzıs Yarınya3 ++ An-ıns Y, ein Fundamental- 
system bildet, und die Entwickelung dieser Functionen in der Umgebung von 
a, prüfen. 

Zunächst muss das von Herrn Pochhammer adoptirte Prineip, dass ein 
bestimmtes Integral als Function eines Paramelers aufgelasst eindeulig sei. 
wenn die einzelnen Elemente desselben eindeutig sind, zurückgewiesen werden. 
Ich will hier nicht auf die Behandlung solcher Functionen nach diesem Ge- 
sichtspunkte tiefer eingehen, verweise vielmehr auf meine Abh. Bd. 71 dieses 
Journals „die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale etc.“ Ich 
will nur bemerken, dass man nicht übersehen dürfe, dass sich auch die Inte- 
gralionswege und die Integrationsgrenzen ändern, und dass schon die einfachsten 


Beispiele die Unzulässigkeit des genannten Prineips zeigen. Betrachtet man z.B. 


Di r du 
J er u— x 


0 
© . . 1 * * . 
als Function von x, so ist —— um jeden Punkt x eindeutig, aber y= 
’ uU—-XT > ) . 





/ 


\og( "=" ) ist nicht eindeutig um 2=0 und 2 =1. 

Es lässt sich in der That auf anderem Wege beweisen, dass die Function 
Yu, Wo w« und v von % verschieden sind, und der Integrationsweg nicht durch 
a, geht, in der Umgebung von a, eindeutig, endlich und continuirlich ist. 

Denn man kann bei einem Umlaufe von z um a, den Umlaufskreis so 
klein annehmen, dass der Integrationsweg von y,, ganz ausserhalb desselben 
lieg. Man hat alsdann 

mod. (2 —a,) < mod. (v—a;), 

so dass, wenn man setzt 
(u — a) "(u — a,) Tarr Ui we 


(u) = — 
„(u (u— a,) KT! ’ 


E. , 2 Aa,, u dr tim? 
1) == ‚(e-a,)°f F,\u)(u—a;, du, 


0 








Qu 


wo /, die successiven Binomialcoefficienten von 4—1 bedeutet. Die hier 
33 * 
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vorkommenden Integrale sind endlich, weil der Integrationsweg nicht durch 
a, geht, und weil über die Grössen b,, b,, ... 5, und A solche Dispositionen 
getroffen sind, dass 7,(w) auf dem ganzen Wege endlich ist. 

Herr Pochhammer lässt bei seiner Beweisart zu, dass der Integrations- 
weg durch a, gehe. Aus unserem Beweise ist zu ersehen, dass dieses un- 
zulässig. Aber abgesehen hiervon kann man aus No. 7 meiner Abhandlung 
(dieses Journal Bd. 71) sehen, wie die Eindeutigkeit aufgehoben würde, falls 
der Integrationsweg durch a, ginge. 

Ebenso folgt, dass y, in der Umgebung von a, mit (2—a,)*+'"°* mul- 
tiplieirt eindeutig ist. In der That ist es bei einem Umlaufe von z um a, 
möglich, den Integralionsweg von a, nach x ganz innerhalb des Umlaufskreises 
zu erhalten, so dass 

mod. (u —a,) = mod (x —a,). 
Man hat alsdann 
en 2,p. ea P, (u) (u— a,)"* +"! du. 


Ar 
Ist « von k verschieden, so ist 


mod. (a —a,) < mod. (a, —qa;), 
folglich lässt sich #,(«) nach positiven ganzen Potenzen von u—a, entwickeln, 
Es sei demnach 


BR 2 b,—l-ta b.-ta XS / \ 
f k 2 y k er 3 ) 
Ri vr, (a) u—a,) du = (2—a,) = (TU), 
Ok 
so folet 
2 \ \A+b,—1 x u [ \e 
2) = (ea) 8, Pal a)‘. 


Anders verhält es sich jedoch mit y,. Während nämlich z um a, einen Um- 
lauf macht, so ist nicht bloss die obere Grenze, sondern auch der Integrations- 
weg zu ändern, so dass er durch keinen der Punkte «a,. &, ... a, hindurch- 
führt. Hierdurch geht y, nach einem solchen Umlauf im Allgemeinen in eine 
lineare homogene Function der übrigen Integrale des Fundamentalsystems über, 
muss also in der Entwickelung für die Umgebung von a, Logarithmen ent- 
halten (vergl. meine Abh. Bd. 71 No.5 bis 1). Da a, eine beliebige von a, 
verschiedene der Grössen a,. @, ... a, ist, so folgt, dass die Behauptung 
des Herrn Pochhammer, y, sei in der Umgebung von a, eindeutig, wenn Ä 
von » verschieden ist, allgemein nicht richtig ist. 

Ich will letzteres noch durch ein Beispiel erläutern. Nimmt man, wie 
in No. 3, s =2, 5, =14, , =14, 2=2}, so ist 
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E 


(3) Y if uw (u— 1)? (u— x)? du 
0 
ein Integral der Differentialgleichung (1.) in No. 3. 
Befindet sich x in der Umgebung von 1, so kann man den Integrations- 


weg in y so wählen, dass beständig 





mod («—1) — mod (x —1) mod (a—1) 1. 
Es sei daher 
+ ge 
(+ = = 2,1 ? m) ! 
u = (1+u—1)? = ne 
Es ist dann 
u (u—1)?(u— x)? = d-u)}2 > ‚R.( + Tea, 12 h 


wo 
R.(«) —— Ct Sale 1) +6 (z—1)’+--- in inf. 


und T(x, x) nur positive ganze Potenzen von «—1 und @—1 enthält, also 
(4) y= -R;(z)(c—-1)log1i—-x)+S(r), 
wo S(z) nur posilive ganze Potenzen von z—1 enthält. Dieses Integral 


gehört zur Wurzel Null der dem Punkte e=1 angehörigen determinirenden 


Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (1.) No. 3. 


d. 

Schliesslich ist noch anzuführen, dass von einem allerdings ganz ver- 
schiedenen Gesichtspunkte aus bereits Herr Tissot im 17. Bande (Jahrgang 
1852) des Liowvilleschen Journals in der Abhandlung „sur un determinant etc.“ 
zu einer Differentialgleichung geführt wurde, welche im Wesentlichen von 
der Differentialgleichung (A.) des Herrn Pochkammer nicht verschieden ist. 
Auch hat Herr Tissot dieselbe durch bestimmte Integrale integrirt, welche 
wesenllich mit denen im II! Abschnitt der Abh. des Herrn Pochhammer 
übereinstimmen. 

Bezeichnen wir in der That die Integrationsvariable in den Integralen 
A, des Herrn Tissot mit « statt mit x und setzen x für a, 4—1 für n—m, 
b,—1 für —m,, »—1 für —m,, b,—1 für —m,,...b,—1 für —m,, endlich 


e"o(u) für p(a), so ist 


Den — u 
A; = / 7" a— a) (au— a)... (u—a,)r (u— x)’ du, 


a; 
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mit den Integralen des Herrn Pochhammer im Abschnitt II. seiner Abh. über- 
einslimmend. 


Die Function @(w) bei Herrn Tissot wird jetzt 





dloeepg(W)e" ya) 
®(u) = F(u)+F(u) ee = F (u) <w)’ 


Fia) und g(a) in der Bedeutung des Herrn Tissot genommen. Nun ist 


(Fo) = (1) (u—x)y(u) und 
(1.) 











| AH b, —b, 
re eh eb] 
wenn bei diesen letzteren Formeln 
ya) = (u—-a)(u—a;)... (u—a,) 


bedeutet. Es ist demnach 


2.) Blu) = (1) [(Rr—i+1) pa) + (u— z)yp (u)— (u—z)w(u)]. 
wo 








v(u) = u n. tm . wen ]- 
Man hat also | 
3.) (k+1) a (a) — kFÜV (a) = (1) [(n—A+1)p® (2) — kw (x) (k+1). 
Selzt man also in die eh en (7.) No.7 der Abh. des Herrn Tissot 
n+1—-k=| 





u . ü_ . . 
und multiplicirt mit — T j, so wird dieselbe 


0 


| ’ | ? d'; 
4) EN TRAN),pC HD? (a) + AAN), 1ye 7 (a) = 0 


n—+1 


wo festgesetzt ist, dass das Symbol m, für ein negalives % verschwindet. 
Die Differentialgleichung (4.) ist genau die Ableitung der Differential- 
gleichung (A.). 


Greifswald, den 5. Juni 1870. 
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0w Ö’w 


Ueber die partielle Differentialgleichung —- = -—. 


ot Or 
(Von Herru L. Schläfli zu Bern.) 





Zu den folgenden Betrachtungen über diese Differentialgleichung hat mich 
das Lesen der von Herrn Hattendorff herausgegebenen Vorlesungen Riemanns 
über partielle Differentialgleichungen veranlasst. Die genannte Gleichung ist 
aus der Lehre von der Wärmebewegung in einem homogenen Körper, wenn 
die Temperaturen nur von einer Dimension abhangen, bekannt. Bedeutet näm- 


ow ‚o’w 


lich £ die Zeit, x die lineare Dimension, die Temperatur, so ist = 03 
die Bedingung für die Wärmebewegung innerhalb des Körpers. Setzt man 
aber f, x resp. in b’t, abx um, so vereinfacht sich die Gleichung zu obiger 
Form, und man behält noch die Freiheit, irgend eine gegebene Distanz als 
Längeneinheit zu gebrauchen. Was ich in diesen Zeilen zu zeigen im Sinne 
habe, betrifft die Schwierigkeit, die allgemeine Lösung einer partiellen Dilfe- 
rentialgleichung den Oberflächenbedingungen anzupassen. Man wird sehen, 
dass wenigstens bei der vorliegenden Gleichung von grosser Einfachheit ihre 
allgemeine Lösung hinreicht, um allen in Herrn Hattendorfs Buche vorkommenden 
Fällen von Oberflächenbedingungen zu genügen; die Anwendung der allge- 
meinen Lösung auf die gegebenen Fälle wird nämlich durch die Kenntniss 
ermöglicht, wie die für die Anfangstemperatur gegebene willkürliche Funelion 
der Abscisse & der körperlichen Schichten den Oberflächenbedingungen gemäss 
ausserhalb des Körpers fort zu setzen ist*). Es ist ferner mein Bestreben, 
das Fouriersche Doppelintegral zu vermeiden und Ausdrücke von gewöhnlicher 
Convergenz an dessen Stelle zu setzen. Da ich keine Verzweigungen einer 
Function werde zu betrachten haben, so möge man es mir nachsehen, wenn 
ich ausser dem Unendlichwerden noch eine mögliche Verzweigung einer 
Function in den Begriff ihrer Unstetigkeit aufnehme, und sie dilferentiabel 
nenne, um das Dasein aller ihrer Differentialeoefficientien anzuzeigen; ich 
gewinne so an Kürze des Ausdrucks, wenn ich nur zwei Begriffe habe, die 





*) Herr Fröhlich in Hohenheim sagte mir während der Redaction dieses Aut- 
satzes, dass Poisson im 19. Bande des journal polytecelinique diesen Gedanken ausg veführt 
habe. Aber dieses Journal stand mir nicht zur Vergleichung zu Gebot. 
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einander ausschliessen; eine Function ist mir dann unstetig, sobald von irgend 
einer Ordnung an ihre Differentialcoefficienten aufhören. 

Für eine zufällige Gruppe von Werthen der Unabhängigen t, & ist 
die Function « differentiabel. Es steht frei, diese Gruppe mit {=0, 2 =0 


zu bezeichnen, da die Form der Differentialgleichung dadurch nicht geändert 
wird. Dann ist 








a 
HERR, > | il 
Wo —— u a Es m! n! (m, Rn En 0, 1, 2, .. hy 
und die Differentialgleichung verlangt C,,,,. = C,..,.; folglich sind alle Coef- 


ficienten C,, einander gleich, bei denen 2m-+n denselben ganzen Werth hat. 
Man bekommt so eine Menge ganzer Functionen als particuläre Lösungen. 
Wird jede mit einer arbiträren Constanten multiplicirt, so betrachte ich das 
Aggregat der Producte als allgemeine Lösung der Differentialgleichung. Wenn 


a eine nicht ganze Zahl bedeutet, so kann man auch die zwei Formen un- 
endlicher Reihen 











& Adiee Dia sinar I (n—a) (/ z’" 
Sn nt re NER: 
ul \a—n-H1) (2n)! TC (en)! ! 
&, gan ge” +1 je sınar ger S( 1)" I (n—.a) &- A 
—=,I(a—n-+1) (2n +1) 7c RY (2n-+1)!\yi ? 
N. x’ lie: N 
die für jeden endlichen Werth von 7, convergiren, als partikuläre Lösungen 


angeben; von solchen wird unten nur der Fall vorkommen, wo 2a eine un- 
gerade Zahl ist. Eine unendliche Reihe dagegen, die nach steigenden Po- 
ienzen von £ fortginge, ist nicht möglich, weil —r nicht klein genug werden 


I (2m—a EN® * . rn 
kann, dass z" > m Ä n (=) für ein um die Differenz 1 stets wachsendes 
(m I 





m convergirle. 








Wenn 
Y Y Y 
C„o ZZ Com => Ans O1 u Uuam+ı u B,, D) 
p) 

% ge Sn j ! 

v4 —= f(x) >” A — =Fit) 
Fe m (2m)! f\ /? bee m! re 

b) 

: ml on pr ' 

> BD„- =g(x Y_B —=@G{t) 
“nn m (2m + 1)! I \ )s hc A m m! ne 


fix) +g(e)=f(@), so ist die allgemeine Lösung folgender zwei Darstellungen 
fähig, die ich als erste und zweite unterscheiden werde, 


Ye m ‚D2m e\ E PR. r Y E 2n+1 nf 
Mi 0. g 2" o"F(t) u o"6G(t) 


nr = 237% 2 P S- ag a. 
om Or" u(2n)! Oi“ u (2n +1)! ot" 
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Ip? 
OA 


ot 


Wenn man w als Functionszeichen gebraucht, so entspricht die erste Darstel- 
lung der Anfangstemperatur »(0, 2) =f(r), die zweite den in der Ebene 
z=0 und in der nächstfolgenden Statt findenden Temperaturen, d. h. sie ent- 
spricht den Angaben w(t, 0) = F(t), u 0) = @(t). 


« 
y 
JS 


Wenn die Functionen f(x), F\t),. @/t) nur im Unendlichen unstetig werden. 
»% 
aber so, dass z.B. / e” t(aw-+b)do noch convergirt, so kann man beide 


Darstellungen in bestimmte Integrale verwandeln. Denn man hat 


2m)! „. I(m-+1 > u A BL 
as nA r; ee" w"dw, / eur a—=t, 











' ı 5 
m! IC4) vn’ IR 
und 
n! 2a ( 1?" r TG) — va ö 1 a (do 
An)! 7 Int) 2° a 


wenn w rechtläufig von —oo aus um OÖ herum nach —x zurückgeführt. und 
= im Augenblicke, wo » einen positiven Werth passirt, positiv verstanden 
wird. Die erste Darstellung giebt bekanntlich 
= 
vo = 2 ee" (2wyt-+-x)do; 


yr 


und, da diese Integralform der Differentialgleichung genügt, wenn nur f(x) 
für reelle endliche Werthe von x nicht unstetig wird, so fällt die vorige Be- 
schränkung weg. Die zweite Darstellung zerfällt in folgende zwei Integral- 
formen, denen rechts diejenigen aus der ersten Darstellung, die mit ihnen 
äquivalent sind, zur Seite slehen: 


1 E —:’ tn x’ _. 1 B 3—w? ‘ ö 
(A) al e F(t- r)ds = ul € [(?2w] t+x)do, 


| 1 N a Ahr) EEE En 
DB gs ES CT NAOYT tz) du, 


u 





Die Integrationsvariable z kann nicht gerade (durch lauter reelle Werthe) von 
— x nach © gehen, sondern muss dem Werthe 0, es ist gleichgültig auf 
welcher Seite, ausweichen. Die willkürlichen Functionen der einen Darstel- 


lung werden auf folgende Weise durch diejenigen der andern ausgedrückt: 


2 ı 
(1.) Fit) .— Vn e “f(2w yi } du, 
ur 
2.) fl) = en er RT N 
i ’ vnJ 43° . 
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(3.) Gl) = E: | eg (2wyt)dw, 





u Am En & zuilerr - er; 


wo der z-Weg 0 umgehen muss. 
Kann man mit obigen Integralformen vielleicht der Differentialgleichung 
auch noch genügen, wenn man ihnen eine variable Grenze giebt? 


Es si P= ee" IRwyt+z), 2= "b do. Behandelt man zunächst 


« als unabhängig von £, x, so hat man 








oD o oO oD oD op oO’ i ©» 
or a ar re a Zu = ?oP+2Ytz,: re u er 
ot vt 02’ dw ot ox 2yt oxrow 
durch Integration 
oeR2 09R 1 o®» 
ot : ” RE 2yt ox ? 
denn beide Seiten dieser On verschwinden bei =». Denkt man sich 
nun die obere Grenze ® des mit (2 bezeichneten Iutegrals als Function von 


f, «© und unterscheidet die betreffenden Ableitungen durch Klammern von 
denen, wo w als unabhängig gilt, so hat man 


(>) - & Z)=P ee ER °P ow na 





























or 0% ol 0% 
0’@ 2) oD r 
le er 
of oX tr 0X y ayı 
oD . : . 
Die Multiplicatoren von & und . sollen verschwinden. Der zweite giebt 
(D—x aaa — X 
also w—=* ne dann der erste w(f)=c; folglich kann man w= er 


als obere Grenze gebrauchen. Schreibt man einfach f(x) statt f(@-+e), nach- 
dem man x in @+c umgewandelt hat, so genügen die zwei Integralformen 


1 ST nah ge 1 % Bo 
Be e"f(e+Rwyti)do = v7 An (2 —2w yt)dw 


—% JE 


2yt 
% 


und Pi / ee” Te +2wyHdwo der Differentialgleichung. 


v 


2yt 


Seizt man ferner in Bezug auf die zweite Darstellung 


Z = / "bs, 


— ' 


o= 











nn no 


Schläfli, über die partielle Differentialgleichung Euer — un, 267 


ot OX 


so hat man zunächst 
oZ 0’Z I o®»D 


ot ox’ 22 ot 








vermöge der untern Grenze, und dann 
02 7 I, | 
ee. 


Tc [3 * 
woraus 3= > — als obere Grenze folgt. wenn « die Integrationsconstante 
2yt—a 


bedeutet. Für die Integralform (B) ist keine neue Rechnung nöthig. Man 








braucht nur in derselben sich F’ statt @ geschrieben zu denken und den vor- 
liegenden Ausdruck explicite nach x zu differentiiren, d. h. ohne z als Function 


von x zu betrachten. Da x ausser im Ausdruck für & nur noch im Quadrat 
x 0% 
z 0% 
nicht ändern. Ohne der Allgemeinheit zu schaden. kann man ?—« durch { 





—1) vorkommt, so ersieht man sogleich, dass die Bedingungen sich 


ersetzen und sagen, “ der zweiten Darstellung durch (A) und (B) seien die 


zwei Grenzen 3— „— und 3= — möglich. 
27 2yt 


Es liegt uns noch ob, diese Integralformen mit variabeln Grenzen gegen 
einander zu vergleichen. Wenn wir @ in 


N S e” "G(t- > 


X 


2,7 








durch die Formel (3.) ersetzen wollen, so müssen wir trachten, unter dem 


Functionszeichen g’ eine einzige Integrationsvariable zu haben, und setzen 


zıy x”? . 
‚wr=z ws Dann ist 





daher w = 


) ) 
-27/,2 
ZzeU 
- 


@(t- Zr) = = ET yN) Ay. 


0 


Aendert man die Folge der Integrationen, so hat man 


s-./ Fg (2yyt)dy, wo j,° 


x 


271 


av? 
(14 =) xdz 


13 


bei =» verschwindet. Da g(2wyt) als ungerade Function bei W—=0 ver- 


schwindet, so bekommt man durch partielle Integration 


2 | ip’ m 2 (14 =) zw 2dz 
Ss 6 ’f\ J 7 nn ur = 7) u er A 
= - 279 g(ayı L) dı , wo Iyt f € n7 — 
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10) or 
u si ae L 
Aber 3 (1+ = ‚=r+ - *rIz > Fer Setzt man der Kürze wegen 
rs / b b t 
- =b, r+— =p, r-— —=g, 80 is 
2yt 1 ! 1 1 
af Br 12 (v eNV 1 2 | 
’(1+ DE a = g+ Y-+5 77)? n: — dgq—dp. 


Da p von x auf sein Minimum yb herab und wieder Ar geht, q dagegen 


stetige von — x bis » läuft, so ist 


y’ — 4 =), T 2 L (4 + x ) 
Er aaa .——— > u 14: u A “ > 2yt /% ‚ ’ 
Iyt — £ / e dq, Ss oo / e g 2 vE dv, 
—I 


y’rı. 








wo man sich v = w-— 





_— 


z r * .. “ 
PT gesetzt denke. War im ersten Ausdruck für $ 
die untere Grenze, also x, positiv, so konnte 3 lauter positive Werthe durch- 


. =) . I ® 
laufen. Setzt man unter dieser Annahme — = 5 und kehrt den Integrations- 


- 
En 


weg um, so hat man 
| r2yt 


x’: 
S= — /[ eFat-ıP)aß 


) 7 i F s 


einen Ausdruck. den man bequem nach x differentiiren kann. Ist dieses ge- 
#n . . . 

schehen. so stelle man — = wieder her und schreibe mit Beachtung der 
is .. 

Uebereinstimmung der Formeln (1.) und (3.) F, fresp. statt @,g’. Dann hat man 


folgende zwei Gleichheiten zwischen den Integralformen mit variabler Grenze: 




















2 = ze” \ 2 Pe ag 
y u - RER Zu ‘) | ’ 
( es e “r(t 4 )dee = uf e" f2wyt—z)do, 
| => \ ds s 2 fe — 3 7 
D 5/ e”" G\ (- Ze ° er" g(2wyt— x) de. 





Man denke sich hier x positiv, damit der z- Weg in die Realitätslinie fallen 
könne. Stellt man jeden dieser vier Ausdrücke als das Doppelte seiner Hälfte 
dar, wandelt in der andern Hälfte z, » resp. in —z, —w um und berechnet 
A—4(0)—-1.C), (D)+-4(D)-+1!(D). so kommt: 





\ RM fi erHı-L,) dz 


= 





| an x 


ı a/ß \ ni ’ & x ’ 
= —i / er" f(2wyt+r de / e" f2wyt—r)dw|. 
Tu 


% % 








; u N ’ " dıw ’’w ' 
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| 1 at A 2” \ 2dz 
| u) el 
(6.) / ar 
' R 4 \ % pre ’Q a | % . 9 rer n } 
u gizoyt Hr)do + e g(ewyt— x) dw |: 
\ BE 17 7 2yt 


Aus diesen Gleichheiten, wo der z-Weg O0 umgeht, ersieht man die Ver- 
änderung, die die linken Seiten von (C) und (D) erfahren, wenn die Ab- 
scisse aus dem positiven Werth z in den negaliven — x übergeht. 
Die linke Seite der letzten Gleichheit heisse S. Um sie in eine 
Summenreihe zu verwandeln, wollen wir z. B. annehmen, der 3-Weg gehe 
= 1 
= —— —— seizen; 
zyt yy 
dann geht y mit der Phase — 27 von 1 aus rechtläufig um O herum und nach 


nördlich um O (1 liege östlich, ö© nördlich von O0), und 3 = 


1 zurück, wo es mit nuller Phase anlangt. Man bekommt: 


1 
2yr. 





I: = k G(t1—y)) 7 dy. 


Entwickelt man beide, Exponentialfuncetion und @-Function, so wird S zur 
Doppelsumme, deren allgemeiner Term (für m, n = 0, 1,2, ...) 


1 (—I» 1 WR > ; 2 
( ) B " ac } ? p“" (1—-y)”y”"° dy 


2yn m!n! 2m m 





ist. Da 1-e' PO) —2, so hat das auf y bezügliche Integral den Werth 








Im+D)I(—n+4) __ ar .m! 


BE \n 
I(m—n-+32) \ 


2 ) IT(a+3)I(m—n-+ 3) 


Beachtet man noch, dass 2°”.n!/(n-+4) = ynr.(2n)!, so bekommt man: 











a 
1 PR > x’\xdz ze & alle ww 
8. — e"6(lt-,)”T = = = B ar m — nn a 
(8.) 2yn 42 / 2 or ” I(m—n+3) (2n)! 
x 
7 
und durch Differentiation nach x u. Ss. w. 
5 
1 217 : 2 u. mn ar 
u: e (t-4)da a ne 
(4) yn F 42°)” " I(m—n-+14) (2n-H1)! 
3 
a 


Dieses sind die irrationalen Entwicklungen, von denen im Eingang die Rede 
war. Es folgt daraus, dass die Integralformen (C). (D) als Summen der 




















ow o’w 


Or” 
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rationalen und ganzen Entwicklungen für (A), (B) und der irrationalen in 
(€.), (8.) sich darstellen. Den Umstand weiss ich mir nicht zu erklären, dass 
für ein positives x, wenn f auf O herabsinkt, die Convergenz der Reihe (8.) z.B. 








2n-1 
aufhört, während die rechte Seite in (6.) deutlich zu g(z)=XB, m Im wird. 
Um die Reihe (8.) auch noch dem Functionszeichen g anzupassen, 
unterscheide ich a=m—) für »=0,1,2,...m und na=m+u+1 für 
-0, 1. ... ®» und bekomme 
4 Hl ” Iu- 
Ss — get) (2) —— 5 „(-Qu+rD) 
Tata rn 


wo 
(—-2u—1l)/ - (7—s)’# 1 
u; * (7) u u) u)! g(s)ds 
0) 


das (2u+-1)t° Integral der ungeraden Function g(x) bedeutet, wenn jede Inte- 
gration von 2=0O an geschieht. Da. 


(24-1)! 1 or? w?r \22-4} 
rare E en yn .2 i4+L; )! =, (Zw) 'do, 








so wird der erste Theil des Ausdrucks S zu 
1 


yrı 





ee" [g(e+2wyt)—y(c—2w yt)]dw. 


0 
Was den zweiten Theil betrifft, so ist (Qu)! Z(—u+4) = (—1)"2’* ul] 
Dieser Theil wird also zu 


fi ee Sa mr "x er 
vr, u= up! (- TI) gie 8) u; Var. e g(s)ds 


I 
a)» 








X 





>) 2,17 at 
uf e”" g(x-2wyt) dw = a. e” g(z+2wyt) dw- f" er gie-2oyi)do, . 
Folglich 
) Mi | Eis 
Ss — 7. | e" gle+?2o] f\ dw +f ee” ge— 2w f) du\, 
pr = a1 


was mit dem Ausdruck rechts in (6.) übereinstimmt, da -g(z-2wyt) =g(2wyt-) 
ist. Dieser Beweis der Gleichheit (6.) könnte den durch Substitution einer 
Integralform in einer andern geführten Beweis der Gleichheiten (C). (D) 
erselzen, wenn nicht die Entwickelbarkeit in Reihen auf einen so grossen 
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Bereich hinaus, wie soeben angenommen ward, eine stärkere Anforderung 
an die willkürlichen Functionen wäre, als ihre Differentiabilität längs eines Inte- 
gralionsweges (im Endlichen wenigstens). 


Ich will nun die in Herrn Hattendorffs Buche gelösten Aufgaben auf die 
hier aufgezählten Formen des allgemeinen Integrals der partiellen Dillerential- 
sleichung zurückführen. 


l. Der Körper ist nur durch 2 >0 begrenzt; wit,0)=0, und 


_ 


w(O, x) = f(x) sind gegeben. 


a" w . en . Oo” Ww 
Aus ——(t,0) folet vermöge der Differentialgleichung EN) = 0, 
ot" h > > ie) io) or" 
. r, . » ” y * “ » * “ o’" 
und wenn beim Zeitanfang die Function w noch differentiabel ist, -(0)=0, 
d ( % m 


d.h. f(x) ist eine ungerade Function von z und möge daher wie früher mil 
g(x&) bezeichnet werden. Man bekomnit die Integralform (B), die, in die 


(iestalt 
(«-} 


1 ee a (a—x)? IN Joe 
FB. nd Mi ‚ 
m = — / (e “_e " Jg 02)5 7 
YTi. \ eyt 
0 


gebracht, der Differentialgleichung immer noch genügt, wenn auch die Function 
zwar irregulär wird, aber nur so, dass das Integral noch convergirt. Ich 
werde mir daher fortan erlauben, aus dieser Oberllächenbedingung sogleich 
auf f(-—a2) = — fir) zu schliessen. ohne etwas näheres über f(x) auszusagen. 
II. Der Körper ist durch O<x=<<Z1 begrenzt; w(t,0)=0, w(t,1)—0 
und » (0, x) =f(x) sind gegeben. 
Zunächst folgt f(—x) = — f(x), f(1+r) = —t(1—x) und dann durch 
wiederholte abwechselnde Anwendung beider Bedingungen 
I(!a+z)=f(z), I@n—-zx) = —f(e), 
wenn » irgend eine ganze Zahl bedeutet. Die allgemeine Integralform erster 
Darstellung geht also in diesem Falle in eine Summe von Integralen über, 
deren jedes über ein Invervall von der Länge 1 sich erstreckt. Im Inter- 
valle 2a <Rewyt+ae<2n+1 setze man 2yt.o—=2n—x-+e, im Intervalle 





— (2n+1) ZRewyt+c <—Rn dagegen 2yt.o» = —(2n+xr-+e). Dann be- 
kommt man 
(In—x+«a)? (In+x-+a)? 
ı rt a - m SEN... de 
= — ( S” oe “ — ee ” (E) — . 
yrı f Pr n j 2yt 
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ein Ausdruck, der für frühe Zeiten stark convergirt. Für ein sehr kleines 
! kommt, wenn O<x=2<Z1, nur der zun=0 gehörende Term der ersten 
Summe in Betracht und liefert in der That o (0,2) =f(xz). Es ist auch so- 
fort klar, dass der Ausdruck den zwei Oberflächenbedingungen und der Dif- 
ferentialgleichung genügt. Vermöge des Uebergangs von einem Modul elliptischer 
Functionen auf den complementären ist 

(2n-+x)° 


zz “ yı.yt 1 +2 Fe" cos (na), 


Nn— —o n—1l 


Der Ausdruck nimmt daher auch die Gestalt 





% u 4 2 \ 
vw = 2 Fe" sin(nn«) F sin (na) f (a) de 
n—l u 
0 


an, die für späte Zeiten stärker convergirt als die vorige. 

III. Der Körper ist durch 2>>0 begrenzt; » (0, &)=0 und » (£,0)= Ft) 
sind gegeben. 

Bei ?—0 muss die Function «w nothwendig unstetig werden. Denn wäre 
»» (O,.r) nicht nur für positive, sondern auch für negative Abscissen Null, so wäre 
vermöge der Integralform erster Darstellung überhaupt ®=0, daher auch 
F(t)=0 gegen die Voraussetzung. Die Integralformen (C) und (D) sind bei 
!=-0 unstelig, wie die Reihen in (7.) und (8.) zeigen, und vertragen nur 


.,.. . . . un . ..s t 
posilive Zeit. Sie verschwinden für ein positives x, wenn == auf Null herab- 


2 
sinkt. weil dann ihre zwei Grenzen zusammenfallen; aber thun dieses nicht 
“ . . y di x r. i 
für ein negatives x. Wenn ?7>>0, und wenn 7 auf Null herabsinkt, so 
verwandeln sich (€) und (D) resp. in 

2 L t" 


FÜ = = 7 feayn= EA 


' "a ’ AN AB >) Mr. 2oydd < B m+3 
4 G-- 1 e ee" g(2w w= EB, — 
Vzu RN yru I BUERER oo " [a+3 





Jede der Formen (C) und (D), also auch ihre Summe erfüllt die Aufgabe, 
wenn man im Stande ist. den Ausdruck 


PT or a, 
-+=D, 
I\n+2) 


za 


2 


N. 
der an der Oberfläche gegebenen Temperatur anzupassen. Wenn indess von 
{=(0 aus irralionale Entwicklungen der Oberflächentemperalur zugelassen 
werden, so ist die vorliegende Summe nur zweier Reihen viel zu beschränkt. 








' 
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Wenn man » als Functionszeichen gebraucht, so entspricht die erste Darstel- 
lung der Anfangstemperatur »(0, 2) =f(r), die zweite den in der Ebene 
z=0 und in der nächstfolgenden Statt findenden AI d. h. sie ent- 


spricht den Angaben w(t, 0) = F(t), = (£, 0) = @(?). 

Wenn die Functionen f(x), F), EN nur im Unendlichen unstelig werden, 
aber so. dass z.B. / "e"f(aw+b)dw noch convergirt, so kann man beide 
Darstellungen in bestimmte Integrale verwandeln. Denn man hat 


(2m)! gim IT(m-+ 4) it I 2 F: aa Sieh 

m 2 za 2 ame: e w? ’n do, e ww FE) Ya do . (0) 

m! I(4) Yn« : 
— oc 











—&ü 


und 
f $ 
Rn. \% IC > yrı 1 (v | ; 
wi vu en .— few do, 
wi 


An)! 2) I 2 Rin. 
wenn  rechtläufig von — aus um O herum nach —» zurückgeführt, und 
o im Augenblicke, wo » einen positiven Werth passirt, positiv verstanden 
wird. Die erste Darstellung giebt bekanntlich 
1 ON. Ä 
o = - / e" tRwyt+zx)dw; 


y7ı D 


—T. 





und, da diese Integralform der Differentialgleichung genügt, wenn nur f(x) 
für reelle endliche Werthe von x nicht unstetig wird, so fällt die vorige Be- 
schränkung weg. Die zweite Darstellung zerfällt in folgende zwei Integral- 
formen, denen rechts diejenigen aus der ersten Darsiellung, die mit ihnen 


äquivalent sind, zur Seite stehen 








f ui‘ 1 2 N : | 

(A) 27” Pi; e’HF (t-r) dz — Vr er [Ro ] E-+ T) do, 
1 u dz 1 EN | 

(BD) use Iyn e”’G (-; urn 2 u =— yn / eg (2 } t -r x) dw. 


Die Integrationsvariable 3 kann nicht gerade (durch lauter reelle Werthe) von 
— oc nach © gehen, sondern muss dem Werthe O0, es ist gleichgültig auf 
welcher Seite, ausweichen. Die willkürlichen Funetionen der einen Darstel- 
lung werden auf folgende Weise durch diejenigen der andern ausgedrückt: 





4 Ro Be en / ee" f(twyt)do, 


/ 
vn. 
0) 


1 / e 
. [ — — Bee ni de rn 
#.) fe) = TR, el - —)dz, 
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tw 


OX 








FA OW- “[7 "g'(2wyt) dw, 


(4) g(e) = - 76) Gl Sen 


wo der z-Weg 0 umgehen muss. 








Kann man mit obigen Integralformen vielleicht der Differentialgleichung 
auch noch genügen, wenn man ihnen eine variable Grenze giebt? 


Es si P= e"" f(?wyt+r), (2 -f: Pdw. Behandelt man zunächst 


«w als unabhängig von f, x, so hat man 


7 Ip ID ? I | ib 
’ p — = ich nd — — 2w D- -2 Y , a Mi — 


ot yt ox Ow ot ox’ 2yt Ox0w’ 


durch Integration 
028 02 1 co» 


ot >” 2yt oc 


denn beide Seiten dieser Gleichung verschwinden bei =». Denkt man sich 
nun die obere Grenze w des mit 42 bezeichneten Jutegrals als Function von 
t, x und unterscheidet die betreffenden Ableitungen durch Klammern von 
denen, wo & als unabhängig ” so hat man 




















(22) - & 7)= b ie .0w a) (ey 9 0® 1017 ie 08% % eL 
oz 0x ot OE 
00 0’%W 00 \” oD 00 i 
elr.E. zo(de en) 
ot da OX 0X ey ey 2yt 
iu oD ' 
Die Multiplicatoren von ? und —_ sollen verschwinden. Der zweite giebt 
wit » ’ c—ıT 
also w = , dann der erste w(t)=c; folglich kann man » = FT, 


als obere Grenze gebrauchen. Schreibt man einfach f(x) statt fi@-+e), nach- 
dem man x in e@+e umgewandelt hat, so genügen die zwei Integralformen 


x 


1 2yt Cus Er a 1 00 DR 
ul ee” T(ke+Royt)do = af ee" Tea — Bw yYt)dw 


— I) 


und er / ee" fie+r2wyt)do der Differentialgleichung. 


x 
2yt 


Setzt man ferner in Bezug auf die zweite Darstellung 


bB=e"Flt-I;), Z=/ Das, 
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so hat man zunächst 
0Z 0o’Z 1 o» 


ot ox’ 22 ol 








vermöge der untern Grenze, und dann 


5 &: — He En + En) F- Ö > _ € = 4). 


LT x . . . 
woraus 3= 7 — als obere Grenze folgt, wenn «& die Integrationsconstante 
yi—a 





bedeutet. Für die Integralform (B) ist keine neue Rechnung nöthig. Man 
braucht nur in derselben sich F’ statt @ geschrieben zu denken und den vor- 
liegenden Ausdruck explicite nach x zu differentiiren, d. h. ohne z als Function 
von x zu betrachten. Da x ausser im Ausdruck für ?& nur noch im Quadrat 





2 
0% . . . . . 
(2 — —1) vorkommt, so ersieht man sogleich, dass die Bedingungen sich 
nicht Andch, Ohne der Allgemeinheit zu schaden. kann man !—« durch { 


ersetzen und sagen, in der zweiten Darstellung durch (A) und (B) seien die 


zwei Grenzen 3=.- und 3= — möglich. 
2yı 2yt 


Es liegt uns noch ob, diese Integralformen mit variabeln Grenzen gegen 
einander zu vergleichen. Wenn wir @ in 


ya RM >G(t- a 


durch die Formel (3.) ersetzen wollen. so müssen wir trachten. unter dem 











Functionszeichen g’ eine einzige Integralionsvariable zu haben, und setzen 
2 x’ . 
daher =, wo r’=2 4 Dann ist 


2 I. 


2 WER. „> 
Y Jin ” 2 ‘ 'a\ 
(1 (-,) = = —— e " g(R2wyt) dw. 


42’ yr r r 


Aendert man die Folge der Integrationen,. so hat man 
E- u = (14) 2ds 
Ss zu = Pg (2 ) dıy, wo p nr e | =) 0 3 


r2 
e 


2yt 


bei =» verschwindet. Da g(2ıyyt) als ungerade Function bei v—=0 ver- 


schwindet, so bekommt man durch partielle Integration 


2 i Dr En u (HH =) ap sdz 
uf. 79 (2wy)dy, wo 37 uf € er 
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ox” 


2 2 2 
2 a .,% 2d dr u 
Aber z° (1+ - =r+ I +Y4+7: == Setzt man der Kürze wegen 


r 








ww En. b 


at =b, re ee ıst 


w’ ii in ze N awad 
(14 %)= =p +37) = 7+W+37)» Ar Na dgq— dp. 
Da p von ® auf sein Minimum yb herab und wieder zurück geht, g dagegen 
stetio von — x bis x läuft, so ist 


ri Ti BR e (v+ au a dg, ge . R e (v+ 27) g (Zıy YÜ dv, 


2yt vr. 


a T . “ Y 
wo man sich v=W—,—. gesetzt denke. War im ersten Ausdruck für S 
) 
die untere Grenze, also x, posiliv, so konnte z lauter positive Werthe durch- 
x a 
laufen. Setzt man unter dieser Annahme — = 5 und kehrt den Integrations- 


weg um, so hat man 





1 wi . 
Ss=- Ss e FGlt-1P) dB, 


0) 


einen Ausdruck, den man bequem nach x differentiiren kann. Ist dieses ge- 
zT . . . 
schehen, so stelle man 5 = wieder her und schreibe mit Beachtung der 


Uebereinstimmung der Formeln (1.) und (3.) F, fresp. statt @, g’. Dann hat man 
folgende zwei Gleichheiten zwischen den Integralformen mit variabler Grenze: 




















2 ER ine x” 2 B- | 
v\ BE EEE, rei j' din 7 — — [ ia =: \ 
(C) we e HF (t Ir )di u, ee" fRwyt—x)dw, 
317 2,1 
sa 1 ar . ads un Endet | 
2) 2yt 


Man denke sich hier x positiv, damit der z- Weg in die Realitätslinie fallen 
könne. Stellt man jeden dieser vier Ausdrücke als das Doppelte seiner Hälfte 
dar, wandelt in der andern Hälfte z, ® resp. in —z, —w um und berechnet 
A)—4(C)—1(C), (B)+4(D)+1!(D), so kommt: 


|  S"errt-Z)a 


„ww 2 
x} 
OD. \ 











.«L% 


. / er f(wyt+z)dr—/ € f2wyt—x)do\, 





x 








2,1 
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ol OX 
x 
| 1 nn zıyı a? \ 2dz 
| I RR FF 
(6) / mM 
anne Ze _ re, (2 ) /f Ei : N ur: wu (9 TE 2) do ! f 
= Zu) e"gRoytt+z)dor/ e" glewyt—z)aw | 
Be x 
a7 7 


Aus diesen Gleichheiten, wo der z-Weg 0 umgeht, ersieht man die Ver- 
änderung, die die linken Seiten von (C) und (D) erfahren, wenn die Ab- 
scisse aus dem positiven Werth z in den negaliven — x übergeht. 
Die linke Seite der letzten Gleichheit heisse S. Um sie in eine 
Summenreihe zu verwandeln, wollen wir z. B. annehmen, der 3- Weg gehe 
ee 43 u 
= .—— —— setzen; 
2yt yy ’ 
dann geht y mit der Phase —2rn von 1 aus rechtläufig um O herum und nach 


nördlich um OÖ (1 liege östlich, © nördlich von O0), und z-= 


1 zurück, wo es mit nuller Phase anlangl. Man bekommt: 


RN yi 
Ss 2 —— sywfe 41) eig), W- 


Entwickelt man beide, Exponentialfunction und @-Funclion, so wird S zur 





Doppelsumme, deren allgemeiner Term (für m, rn = 0,1,2,...) 


1 —i1n 4 Ä | 
2yn . ee f 1-y)"y"dy 


ist. Da 1-—e‘ 99 —2, so hat das auf y bezügliche Integral den Werth 





(m+I)I(—n-+4) ww w 2rı.m! 


I(m—n-+2) FAile Tna+4)I(m—n-+3) 








2. 


Beachtet man noch, dass 2”.n!/ (n-+4) = yr.(2n)!, so bekommt man: 





“ 
a 1 2,1 ' x xdz % L im—n+ ı Fi 
0) fra a 
(8.) 2yn 42/7 ==, " I(m—n+3) (2n)! 
x 
71 


und durch Differentiation nach & u. s. w. 


X 


—— 


1 2 mn} gen l 


Cry Mu e" F(t-Z,)ds = ZA | 





n 24 2 '2 ‘ \! , 
I n„ /* 
u (m n 1) (2n-+ 1, 


i 


2,1 


Dieses sind die irrationalen Entwicklungen, von denen im Eingang die Rede 
war. Es folgt daraus, dass die Integralformen (C),. (D) als Summen der 











om o’w 
m Py . 





270 Schläfli, über die partielle Differentialgleichung — 








dx 












rationalen und ganzen Entwicklungen für (A), (B) und der irrationalen in 
(7.),. (8.) sich darstellen. Den Umstand weiss ich mir nicht zu erklären, dass 
für ein positives x, wenn £ auf O herabsinkt, die Convergenz der Reihe (8.) z.B. 


[ih 
ZB — 
n (2n +1)! 
Um die Reihe (8.) auch noch dem Functionszeichen g anzupassen, 


aufhört, während die rechte Seite in (6.) deutlich zu y(2)==& wird. 








unterscheide ich „= m—4 für 4=0, 1, 2,...m und a=m+u+1 für 
u=0(, 1,.... ®» und bekomme 
au 0 
.. ... tr: L aus 1973 
Ss En Pa; Ber j + 5 gear) X) 
ss WTarp tar An-erD' 


wo 





Ze r (1 gy-A 
gr lg) -/ an)! g(s)ds 


das (2u+-1)!° Integral der ungeraden Function g(x) bedeutet, wenn jede Inte- 
gration von z=0O an geschieht. Da 


2r,--1 ! 1 9) „ 2 m 
rn ) — — 22H — /e ” (Boy, do, 
IA+3 ” yn 


so wird der erste Theil des Ausdrucks S zu 


1 e”[g (z+2wyt)— g(c —2w yet] dw. 


yı 





0) 
Was den zweiten Theil betrifft, so ist (Qu)! Z(—u-+ 
Dieser Theil wird also zu 


x (x—s)? 
1 3 c—s ds er Be 
—— f; >5 a N gi =- e " gi(s)ds 
y7r r Zu Y ya « 


0 


4) = (-1)"2 ul}. 








R 4 
>) 2) 


- 


ar 
„— er 0° (mp, ° | -W° | ) 
= u) e”" g(z-2wyt) dw = uf e" glc+2wyt) du f e” gia-zwyt)dw, - 


2,1 





Folglich 


x 


1 ( X” »z Eas 
B —/ eg +2 td — / eg 2wyt) do\, 
y ’ «ı an 3 
Br 271 
was mit dem Ausdruck rechts in (6.) übereinstimmt, da -g(x-2oyt) =g(2wyt-r) 
ist. Dieser Beweis der Gleichheit (6.) könnte den durch Substitution einer 
Integralform in einer andern geführten Beweis der Gleichheiten (C), (D) 


ersetzen, wenn nicht die Entwickelbarkeit in Reihen auf einen so grossen 
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Bereich hinaus, wie soeben angenommen ward, eine stärkere Anforderung 
an die willkürlichen Functionen wäre, als ihre Differentiabilität längs eines Inte- 
gralionsweges (im Endlichen wenigstens). 


Ich will nun die in Herrn Hattendorffs Buche gelösten Aufgaben auf die 
hier aufgezählten Formen des allgemeinen Integrals der partiellen Dillerential- 
gleichung zurückführen. | 

I. Der Körper ist nur durch 2 >00 begrenzt; wit,0)=0, und 


w(O, x) = f(x) sind gegeben. 


om 1m x R en , 5 om TB 
Aus ——(t,0) folgt vermöge der Differentialgleichung —— (1, VO) = 0, 
ot" ” - A: 
. r . » * | . “ » . . ot 
und wenn beim Zeitanfang die Function w noch differentiabel ist, — (0) = 0. 
1 


d.h. f(x) ist eine ungerade Function von z und möge daher wie früher mil 
g(x) bezeichnet werden. Man bekomnit die Integralform (B), die, in die 
Gestalt 


m/f (v7 x)- (a+x).\ 
Me de 
= — e —e g(e) — 

7Lı ö 4 
' () 


yt 
gebracht, der Differentialgleichung immer noch genügt, wenn auch die Function 
zwar irregulär wird, aber nur so, dass das Integral noch convergirt. Ich 
werde mir daher fortan erlauben, aus dieser Oberflächenbedingung sogleich 
auf f(x) = — fir) zu schliessen. ohne etwas näheres über f(x) auszusagen. 
II. Der Körper ist durch O<r<Z1 begrenzt; w(t,0)=0, w(t,1)—0 

und »(0, x) =f(x) sind gegeben. 

Zunächst folgt f(—x) = —f(r), f(1+r) = —f(l—r) und dann durch 

wiederholte abwechselnde Anwendung beider Bedingungen 

(2n+z)=f(e), FRn-za)=—fir), 
wenn » irgend eine ganze Zahl bedeutet. Die allgemeine Integralform erster 
Darstellung geht also in diesem Falle in eine Summe von Integralen über. 
deren jedes über ein Invervall von der Länge 1 sich erstreckt. Im Inter- 
valle 2a <R2wyt+r<Rn+1 setze man 2yt.»o—=2n—xr-+ce, im Intervalle 





— (2rn +1) <dwyt+er <—R2n dagegen ?yt.o = —(2n+r+e) Dann be- 
kommt man 
(In—x+a)? (Iu+x-+a)? 
Bra TER u TEN 
vw = —— ( ze we. Cu: ” ie) —. 
vr Nn—— % Mn 2yt 
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ein Ausdruck, der für frühe Zeiten stark convergirt. Für ein sehr kleines 
! kommt, wenn O0<z2<Z1, nur der zun=0 gehörende Term der ersten 
Summe in Betracht und liefert in der That »(0,x) =f(x). Es ist auch so- 
fort klar, dass der Ausdruck den zwei Oberflächenbedingungen und der Dif- 
ferentialgleichung genügt. Vermöge des Uebergangs von einem Modul elliptischer 
Functlionen auf den complementären ist 


(?2n+x)? 
F. shlisse: - and ud — nn? I 
Zu ya.ytit+2 8e "Teos(nnz)| 
Nn—_—R n—l 
Der Ausdruck nimmt daher auch die Gestalt 
n. a 2 . s 1 . \ 
oo = 2 23e"" sin (nm) .f sin (ne) } (a) de 
nl 


0 

an, die für späte Zeiten stärker convergirt als die vorige. 

I. Der Körper ist durch &>>0 begrenzt; » (0,2) =0 und » (£,0)=F(f) 
sind gegeben. 

Bei ?=0 muss die Function » nothwendig unstetig werden. Denn wäre 
»» (0. .r) nieht nur für positive, sondern auch für negative Abseissen Null, so wäre 
vermöge der Integralform erster Darstellung überhaupt ®=0, daher auch 
F(it\=0 gegen die Vorausselzung. Die Integralformen (C) und (D) sind bei 


0 unstetig, wie die Reihen in (7.) 'und (8.) zeigen, und vertragen nur 


er ’ ’ . " : . t 
positive Zeit. Sie verschwinden für ein positives «, wenn — auf Null herab- 


2 


sinkt. weil dann ihre zwei Grenzen zusammenfallen; aber thun dieses nicht 


. . r in x nr . 
für ein negatives x. Wenn £2>>0, und wenn 7 auf Null herabsinkt, so 


verwandeln sich (C) und (D) resp. in 


Ip} n 


Y/ - u ’ 2 x v" 
F (£) = “ J e fo 1 I do = = A, = r 


7 








u; ' ir . pn 
u G(t—} INA = - / Ei. PIN, /f do — "B, _ 
Te a V7U FERER =  I[(n-+3) 
Jede der Formen (©) und (D), also auch ihre Summe erfüllt die Aufgabe. 
wenn man im Stande ist. den Ausdruck 
> +3 


u | zZ 
TEN 8 1, BR u B n In + 3) 





N. 
der an der Oberfläche gegebenen Temperatur anzupassen. Wenn indess von 
{=-0 aus irralionale Entwicklungen der Oberflächenlemperatur zugelassen 


werden, so ist die vorliegende Summe nur zweier Reihen viel zu beschränkt. 
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ot ox” 


1 Zu, 1 
betreffenden Theile des Integrales 5— /no, o)dv nur von der Ordnung — 
=UT . pri 


sind. Die auf « bezügliche Integration verändert diesen Grad von Kleinheit 

’ . y . . i 1 

nicht. Also ist S mindestens ein kleines von der Ordnung —- und kann 
pri 


daher so klein gemacht werden, als man will, wenn man die ganze Zahl p 
oross genug annimmt. Die logarithmischen Pole, welche der zu S gehörende 
v-Weg rechtläufig umschliesst, sind ce, —e und alle unter dem absoluten 


iinv 


Werth prr befindlichen Wurzeln der Gleichung colv-+e -0). Daher ist 


S gleich der Summe der Integrale, die man durch den Umlauf in unmittelbarer 
Nähe um jeden der genannten Pole bekommt. Folglich ist —ıe die Summe 
a ; a y rn N (v 
aller derjenigen Integrale, bei denen je eine Wurzel der Gleichung —— = 0) 
s 
umlaufen wird. 
Es sei iA eine solche Wurzel; dann ist e= —kcolgi), = e”"*; durch 


den Uebergang zum complementären Modul wird also 


L üu 
OR, = Yan. ermtitmenine, 
, “ .n . en r 1 2 . - ‘ 
ih, “—T)— ih, G—+X) = —— yrı.yt z e-n+) H@u+A)e sin (( nA-+4)e). 
er | ec EREEN ..n., =, 
Da N'(ö) = 2 [(1+c)cos— sin] = —— (A +e+ec), so ist 





1 er 7. C 1 

in) No)  ?eosA tete” 
wenn v in unmittelbarer Nähe rechtläufig um 4 herumgeht; daher, wenn man 
der Kürze wegen 


de 
/ sın (As)h(1 — z2)dz 


u. C 0 
A(h ) — u ee ae . > Br) 
. cosA rc r+6 





setzt, 


— /M(v.o\dv=iA(i)\..e” IA) = — Ai). 
ZU ı \ ? ” / L \ J 


Multiplicirt man diesen Ausdruck mit e“""**“d« und integrirt über Oo <«e<1, 
>) 

so ergiebt sich @./(A), wenn » null ist, O, wenn z gerade, und —— 1(i), 

5 MTT b 


wenn » einen ungeraden Werth m hat. Daraus folgt 
“ a 
= 5 AL 1)? 


nu . Bu \ > y ı —(MIT—+ ’ 5 } 7 ! 
-—p = EZ !A1We"" sin(ix) + — - et sin((maı + A)z)\. 
A ! ST m m 


Journal für Mathematik Bd. LXXII. Heft 3, 36 

















989 Be ow o’w 
282 Schläfli, über die partielle Differentialgleichung a 
© or 





wo die innere Summe sich auf alle ungeraden Zahlen m, die äussere sich 

de sind ; m 
auf alle Wurzeln #4 der Gleichung c0s4+6c7- = bezieht. Da der Term 
der Doppelsumme in sein entgegengeselztes übergeht, wenn m, mit —m, —. 
vertauscht werden, so fällt die innere auf m bezügliche Summe weg, und 
man hat einfach 

d_ 

/ sin (Az2)h(1 — 2) dz 

7 


“-C 














(12) vw = 3 —- — ——— e”"sin(4r) (über 4>>0, Acosi+esin —=0). 
b cos4 Arce-rc | | 
(6 a . ET BEEPEER 2. 
Da rt c)sin (2) = 4cos(Ar)+ esin (Ar) = — sin (A-4r), ei) — Kr+ch, 
0x , cos4 N g vos Ah 
so folgt 
] 
Qr+ 2 sin (Az)h(1—z)dz 
s—=22 - u .e"sin(4—)x) (über 4 >>0, 4cos/+esini — 0). 
/. v RW ; u 5% C ? r 


.. .. i a r e . 
Schreibt man statt #, x, u, h(x), ce, 4 resp. it, al v, rF(c—r), hc—1, kc, 


so geht die letzte Formel in diejenige bei Herrn Hattendorff pag. 159 und 162 
über. — Ich halte dafür, dass sie für 2=0 nicht mehr convergire, wenigstens die 
Summe nicht, die das Element k(1—z)dz multiplieirt. Aber wenn auch die 
gegebene Function kA(1—z) einer convergenten Entwicklung von der Form 
2 C,sinAz nicht fähig wäre, so zeigt doch die Verwandlung von (11.) in (12.), 
} 
dass der letzte Ausdruck der Temperatur x für eine positive Zeit richtig ist. 
Der auf Seite 166 des erwähnten Buches behandelte Fall einer sehr 
srossen Kugel mit constanter Anfangstemperatur ist durch das hier angezeigte 
Verfahren sehr leicht zu lösen. Die Grenze e<Z1 und mit ihr die Bedingung 
(b.) fallen weg. Durch die Bedingung (a.) wird der Fall auf die unter I]. 


behandelte Aufgabe zurückgeführt. Giebt man kiz)=1 für 2 >>0, so ist 
l 4 Din 
9) =— 1—e”“*) für 2>0. Man bekommt 
a 
1 \ 2 ) Hex m ’ YHLer T N ’ 
oo = — 2/ er dw—e’‘ a; e" dw+et“ 4 e" do, : 
ey. 
. ig — +eyi 
2yt 2yt 





also 
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ol ox” 


ein Ausdruck. der mit 





% «DW Mr 7. . D) 

nnd u ce do ‚sınor ce’do 
S = „a 'cosox- — +/ e oe’ ( Qt 

\ ee oe _’+c” 


(0) (0) 


am angeführten Orte gleichwerthig ist. Setzt man nämlich der Kürze wesen 


2 


s 2sy co ’ 
= —. 2 -.0=- so ısl 
ce”? ar s’ 
2 | do D) % | ı do 
Ss — e” sin (2yo) — + e”” (scos (2y0) — o sin (2y0)) — 
TE. dr TE. J J IF 1-8" 


Der zweite Term ist 


27 U 
B m . l _ ( / e (0° 2ivo do 4 e 0° 2:3 Oo e do ) $ 
UT « 147 5 1s D G p- 18 
v0) i 


() 


Setzt man im ersten Integral 0 = is-+z, im zweiten 0 = —is—z, so wird 
1 ’ Y Yi4 „2 2 - dz 
B= —e' af er bry —_, 
UT u % 
—S. 


wo der Integrationsweg durch —is, also, da s positiv vorausgesetzt ist, süd- 
lich bei O0 vorbeigeht. Bringt man ihn. mit Ausnahme eines kleinen recht- 
läufigen Halbkreises um O0, in die Realitätslinie, so fällt @r auf diesen als 


Antheil des Integrals; die übrigen Hälften, zusammengeklappt, geben 


De # 
*  . . ‘ dz 
if e"sin(2(s+Yy)z)—; 


0 


also ist 
s?L2s5y 2 rn ii as ‘ dz\ 
B == © (uf ( sin (?(s+y)2)—) 


»% » 
Bu Er dz ’ Pr a 
Da nun überhaupt / e”” sin (daz) — = af e”” do ist, so folgt 


a u 


0) 0) 


% / In, » FT 
“_ ) $’ us 24 2sy 0? In) 
B— - e" dw+e / e”” do, - 


de L. 


0 sy 





Zum Schlusse möchte ich folgendes hier aussprechen. Ich begreife 
die Wichtigkeit der Fourierschen Summenreihe und des Beweises ihrer Con- 
vergenz,. wenn die Coeffiecienten durch Integrale mittelst einer willkürlich ge- 
gebenen periodischen Function ausgedrückt sind, insofern als dieser Beweis in 
einem bestimmten Falle, dem der Begränzung des Functionsgebietes durch 


36 * 
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zwei concentrische Kreise. ein Mittel liefert, sich vom Dasein einer durch das 
von Riemann so genannte Dirichletsche Princip bestimmten Function durch 
wirkliche Construction in analytischer Gestalt zu überzeugen. Aber etwas 
kommt in diesem Beweise vor, das ich für eine blosse Uebereinkunft halte, 


nämlich die Aussage über den Mittelwerth zwischen zwei angrenzenden Func- 
tionswerthen, den die Function, oder richtiger gesagt, Functionscomponente, 


an einer Sprungstelle annehmen soll. Sie kommt auf die Aussage zurück, dass 
‚sin np ' 

x 7 den Nullwerth annehme im Augenblicke, wo p reelle Werthe durch- 

N 

laufend null geworden ist. Der Beweis setzt nämlich eine hinreichende end- 
liche Menge von Termen voraus (so dass der weggelassene Rest beliebig 
klein werden kann): und eine solche ist bei y=0 nicht mehr möglich, da 
die Reihe in die Form g(1-+1-+-1-+...), d.h. O0>= x übergeht. Sieht man 
die Sache von einer anderen Seite an, so ist die fragliche Summe die imagi- 
näre Componente der ächten Function —log(1—x). wenn diese Function in 
xz=0 mit dem Nullwerthe beginnt, und dann x gerade bis nach e*® hin 


(0 <gy<Z2n) geführt wird. Die imaginäre Componente bekommt dann den 


Werth — — E, wird also im logarithmischen Pole 1 entweder —- oder a 


je nachdem der Zugang von der nördlichen oder südlichen Seite her ge- 
schieht. Soll diese Componente wirklich null sein, so muss der Zugang von 
der westlichen Seite her geschehen. Ganz im Allgemeinen aber ist diese 
Componente alldeultig. 


Bern, den 27. April 1870. 
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Ueber Involutionen höherer Grade. 
(Von Herrn Emil Weyr ın Prag.) 


1. Kine Involution »'°" Grades (Strahlen- oder Punktinvolution) ist 
durch zwei Elementengruppen bestimmt *). Jede Gruppe besteht aus » Ele- 
menten. welche sich gegenseitig involutorisch entsprechen. Sind zwei In- 
volutionen J,, J, bezüglich vom m'®® und x»! Grade in einer derarligen Be- 
ziehung, dass jeder Elementengruppe der einen Involution eine Elementengruppe 
der anderen entspricht, so nennt man die Involutionen projectivisch. 

Sind zwei projectivische Involutionen J,, J, gleichartig (d.h. entweder 
zwei Strahlen- oder zwei Punktinvolutionen) und befinden sie sich auf dem- 
selben Träger (demselben Scheitel oder derselben Geraden), so geschieht es 
im Allgemeinen (m-+-n)mal. dass ein Element der einen Involution mit einem 
der ihm entsprechenden Elemente der anderen Involution zusammenfällt. 

Mit anderen Worten: „zwei projektivische Involutionen,. welche sich auf 
demselben Träger befinden, besitzen (m+n) gemeinschaftliche Elemente“ **), 

2. Legt man durch den Scheitel einer Strahleninvolution »'“® Grades 
einen willkürlichen Kegelschnitt T,,. so schneiden die »-strahligen Gruppen 
der Involution den Kegelschnitt 7, in 2-punktigen Gruppen einer Punkt- 
involution des n!“" Grades, als deren Träger der Kegelschnitt T;, erscheint. 
Die Punktinvolution auf T, kann in jeder Richtung die Strahleninvolulion er- 
setzen, indem man jede, auf letztere bezügliche Construction mit ersterer vor- 
zunehmen braucht, und dann mittelst des zwischen beiden Involutionen herr- 
schenden einfachen Zusammenhanges der Perspectivität die Resultate zu über- 
tragen hat. 

Ebenso gelangt man von einer Punktinvolution »!*° Grades auf einer 
Geraden zu einer Tangenteninvolution desselben Grades auf einem Kegelschnitt. 
welcher dann der Träger der Involution ist. 

- Es folgt unmittelbar aus dem über Involutionen im Allgemeinen Ge- 
sagten, dass auch eine Involution auf einem Kegelschnitte durch zwei Ele- 


mentengruppen bestimmt erscheint. 


*) Sielie Cremona, ebene Curven pag. 27 in der deutschen Ausgabe. 
*#) jbid. pag. 32. 
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Selbstverständlich genügt es, von den beiden auf Kegeischnitten mög- 
lichen Involutionsarten eine zu betrachten, indem mittelst des Gesetzes der Re- 
ciprocität die Resulate auch für die zweite Art gillig werden. 


3. Sei T, ein Kegelschnitt und Träger einer Punktinvolution »!® Grades. 
Die einzelnen »-punktigen Gruppen derselben bilden dem Kegelschnitte T, 


; re e n(n —1) ’ a 
eingeschriebene vollständige »-Ecke, von denen jedes —-„— Seiten besitzt. 


5 
Wir wollen nun zunächst untersuchen, was für eine Curve die Seiten sämml- 
licher dieser a-Ecke umhüllen. 

Vor Allem ist leicht einzusehen, dass durch jeden Punkt des Trägers 
T, (n—1) solcher Seiten gehen. Denn jeder Punkt von T, gehört nur einer 
einzigen Gruppe der Involution an, deren übrige (2—1) Punkte mit ihm ver- 
bunden (»—1) durch ihn gehende Tangenten der fraglichen Enveloppe liefern. 
Es unterliegt keiner Schwierigkeit, zu zeigen. dass durch jeden Punkt der 
Ebene des Kegelschnittes T, nur (»—1) Tangenten der Enveloppe hindurch- 
sehen, d.h. dass dieselbe eine Curve (»—1)'° Classe sei. 

Es sei der Kegelschnitt T, der Träger der Involution und p ein nicht 
auf T,, aber beliebig in der Ebene von T, gelegener Punkt; a,a,a,... sei 
eine Gruppe von » Punkten auf TR. 

Indem man die Punkte a,a,a;... mit p verbindet, erhält man, da jede 
Verbindungslinie den Träger T, noch einmal schneidet, eine neue »-punktige 
Gruppe @,%%;.... In dieser Art kann man miltelst des Punktes p jeder 
Gruppe der Involution (a) eine »-punktige Gruppe («) von T, zuordnen, deren 
Gesammtheit eine neue Involution des nt" Grades auf T, darstellt. 

Die Involution (a) ist offenbar mit der Involution (@) projektivisch, indem 
jeder Punktgruppe der einen eine Punktgruppe der anderen entspricht. 

Beide Involutionen werden somit, da sie vom n»'” Grade sind, ?n ge- 
meinschaftliche Punkte besitzen. Die Berührungspunkte der beiden von p an 
T', gezogenen Tangenten sind zwei von den gemeinschaftlichen Punkten, wie 
sofort aus dem perspectivischen Zusammenhange der beiden Involutionen her- 
vorgeht. Ausser diesen giebt es demnach noch 2n—2 d.i. 2(n—1) weitere 
gemeinschaftliche Punkte. Von diesen liegen jedoch je zwei auf einer durch 
p gehenden Geraden. Denn würde z.B. «, mit a, zusammenfallen, so fiele 
auch gleichzeitig a, mit «, zusammen. Dann liegen aber in einem solchen 
Falle zwei Punkte (a, und a,) der Involulion (a) mit dem Punkte p in einer 
Geraden, welche eine Tangente der gesuchten Enveloppe ist. Dies wird. 
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weil es 2(»—1) solcher gemeinschaftlichen Punkte giebt, (»—1)mal eintreten, 
wodurch die von uns aufgestellte Behauptung über die Classe der Iraglichen 
Enveiloppe erwiesen ist. 

4. Das Resultat der vorhergehenden Betrachtung lässt sich folgender- 
massen ausdrücken: 

„Befindet sich auf einem Kegelschnitte eine Punktinvolution n'“" Grades, 
so umhüllen die Verbindungslinien entsprechender Punkte eine Curve (n—1)" 
Classe.“ 

Wir wollen diese Curve die Involutionscurve nennen. Ebensoleicht 
velang! man zu dem reciproken Salze: 

„Defindet sich auf einem Kegelschnitte eine Tangenteninvolution n“” Gra- 
des, so erfüllen die Schnittpunkte entsprechender Tangenten eine Curve (n—1)'“ 
Ordnung — die Involulionscurve.“ 

Die Involutionscurve einer Involulion x!" Grades an einem Kegel- 
schnitte ist also von der (a—1)'" Ordnung oder Classe, je nachdem die In- 
volution eine Tangenten- oder Punktinvolution ist. 

9. Da man von einer Involution zwei Elementengruppen willkürlich 
annehmen kann, so liefern die vorigen Ergebnisse die folgenden Sälze: 

„Sind einem Kegelschnitte zwei n-KEcke eingeschrieben, so berühren 
deren n(n—1) Seiten eine und dieselbe Curve (n—1)'" Classe. Es giebt dann 
unendlich viele dem Kegelschnitte eingeschriebene n-Ecke, welche dieser Curve 
umschrieben sind.“ 

Für n=3 erhält man den bekannten Satz: 

„Sind zwei Dreiecke einem Kegelschnitte eingeschrieben, so sind sie 
gleichzeilig einem zweiten Kegelschnitie umschrieben. Es giebt dann unendlich 
viele Dreiecke, welche dem ersteren eingeschrieben und dem zweiten um- 
schrieben sind.“ 

Der letztere Kegelschnitt ist die Involutionscurve der cubischen Punkt- 
involution, für welche die Ecken der beiden erwähnten Dreiecke zwei Gruppen 
von Punkten sind. 

Für a=4 erhält man: 

„Die zwölf Seiten zweier einem Kegelschnitte eingeschriebenen Vierecke 
berühren eine und dieselbe Curve dritter Classe.“ 

Die reciproken Sätze lauten: 


„Sind zwei n-Seite einem Kegelschnitte umschrieben, so liegen deren 


n(n—1) Ecken auf einer und derselben Curve (n—1)'" Ordnung. Es giebt 
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dann unendlich viele dem Kegelschnitte umschriebene n-Seite, welche dieser 
Curve eingeschrieben sind“. 

„Sind zwei Dreiseite einem Kegelschnitte umschrieben, so sind sie zu- 
gleich einem zweiten Kegelschnitte eingeschrieben u. s. w.“ 

„Die zwölf Ecken zweier einem Kegelschnitte umschriebenen Vierseite 
liegen auf einer und derselben Curve dritter Ordnung u. s. w. 

6. Befindet sich am Kegelschnitte T, eine Punktinvolution J, n'® 
Grades, deren Involutionseurve C””' ist, so wird man leicht zu jedem Punkte 
die entsprechenden (2 —1) Punkte construiren können. Zieht man nämlich die 
durch den Punkt gehenden (2— 1) Tangenten der Involutionscurve Ü""', so 
wird jede von ihnen den Träger noch einmal und zwar in einem der ge- 
suchten entsprechenden Punkten schneiden. 

Umgekehrt schneidet überhaupt jede Tangente der Involutionscurve den 
Träger T, in zwei entsprechenden Punkten, d. h. in zwei Punkten, welche 
zu einer und derselben Gruppe gehören. Sollen diese beiden Punkte zu- 
sammenfallen, d. h. einen Doppelpunkt der Involution repräsentiren, so muss 
die Tangente der Involutionscurve, auf welcher sie liegen, zugleich eine Tan- 
gente des Trägers T, sein. Da nun der Träger eine Curve der zweiten 
Classe und die Involutionscurve eine der (»—1)!®® Classe ist, so besitzen beide 
2(n—1) gemeinschaftliche Tangenten, welche den Träger T, in den Doppel- 
punkten der Involution berühren. 


en 


„Die 2(n—1) dem Träger T, einer Punktinvolution n’" Grades und 
deren Involutionseurve gemeinschaftlichen Tangenten berühren den Träger in den 
Doppelpunkten der Imvolution.“ 

Reciprok: 

„Die 2(n—1) dem Träger T, einer Tangenteninvolution n’” Grades und 
deren Involutionscurve gemeinschaftlichen Punkte sind die Berührungspunkte der 
Doppeltangenten der Involution.“ 

“. Jeder der 2(n—1) Doppelpunkte einer auf T, befindlichen Punkt- 
involution x“ Grades gehört einer Punktgruppe derselben an. Ausser dem 
Doppelpunkte enthält eine solche Gruppe — eine Doppelpunktsgruppe — noch 
(n—2) einfache Punkte, welche offenbar die Beschaffenheit haben, dass zwei 
von den ihnen entsprechenden Punkten im Doppelpunkte zusammenfallen. Es 
müssen somit auch zwei von den (»—1) aus einem solchen Punkte an die In- 
volutionseurve gehenden Tangenten zusammenfallen, und zwar in der Ver- 
bindungslinie des betreffenden Punktes mit dem Doppelpunkte. Daraus folgt 





x 
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aber sofort, dass diese Punkte im Allgemeinen der Involutionscurve ange- 
hören müssen, d. h. dass es Schnittpunkte des Trägers T, mit der Involutions- 
curve sind. 

„Die (n—?2) Punkte einer auf einem Kegelschnitte befindlichen Punkt- 


en 


involution n’" Grades, welche mit einem Doppelpunkte einer und derselben 
Gruppe angehören, sind Schnittpunkte des Trägers mit der Imvolutionscurve, 
welche in ihnen die nach dem Doppelpunkte gehenden Strahlen berührt.“ 

Da es 2(n—1) Doppelpunkte giebt, so giebt es 2» —1)(n—2) solcher 
Schnittpunkte, und folglich ist die Involutionscurve von der (n—1)(n— 2," 
Ordnung, und daher eine allgemeine Curve (»—1)!° Classe. 

Ebenso reciprok: 

„Die (n—?2) Tangenten einer auf einem Kegelschnitte befindlichen Tan- 
genteninvolution n““" Grades, welche mit einer Doppeltangente einer und der- 
selben Gruppe angehören, sind gemeinschaftliche Tangenten des Trägers und 
der Involutionscurve, welche sie in ihren Schniltpunkten mit der Doppeltan- 
gente berühren.“ 

Die Involutionscurve einer solchen Tangenteninvolution »!r Grades is! 
eine allgemeine Curve (» —1)!“ Ordnung. 

8. Wir sahen, dass die Involulionscurve einer auf einem Kegelschnitte 
befindlichen Elementeninvolution durch zwei Elementengruppen bestimmt er- 
schien. Es lässt sich nun zeigen, dass jede Curve von der Familie der In- 
volulionsceurve, welche einer Elementengruppe genügt, als Involutionscurve 
auftreten könne. 

Mit anderen Worten: 

„Wird einem vollständigen n-Eck, welches einem Kegelschnitte T, ein- 
geschrieben ist, eine Curve ©"! (n—1)!e" Classe eingeschrieben, so giebt es 
unendlich viele n-Eche, welche dem Kegelschnitte eingeschrieben und der Curve 
0"! umschrieben sind, d.h. die Curve EC"! kann als die Curve einer auf T. 


n 


befindlichen Punktinvolution n’” Grades betrachtet werden.“ 

Denn zieht man von einem beliebigen Punkte x, des Kegelschnittes T); 
an C’' die (a—1) Tangenten, so werden diese auf T, die Punkte »,r;...r, 
bestimmen. Wenn man nun die » Punkte (x) als eine Gruppe einer auf T; 
befindlichen Punktinvolution »t°% Grades betrachtet, für welche die » Ecken 
des »-Ecks, welchem C”' eingeschrieben wurde, eine zweite Gruppe bilden, 


so ist dadurch die Involution und folglich auch eine Involutionseurve bestimmt, 


welche von derselben Classe wie C”-' mit dieser die Seiten des dem Kegel- 
Journal für Mathematik Bd. LXXIL. Heft 3. 37T 
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schnitte T, eingeschriebenen »-Ecks und die (a—1) von x, nach n;8,...x 


n 


sehenden Strahlen zu gemeinschaftlichen Tangenten besitzt. 
Die Gesammtzahl dieser gemeinschaftlichen Tangenten beträgt somit 


n(n—1) j i . n—Al)(n-+2 . s 
—>—+(n-]1), d.i. — - ) „ also genau so viel Tangenten, als zur 





Bestimmung einer Curve (a— 1)!“ Classe nothwendig sind. Die beiden be- 

trachteten Curven werden also nur dann von einander verschieden sein können, 

(n--I)(n +2) 
2 


semeinschaftlichen Tangenten zweier Curven (»—1)'“® Classe gehören. 


wenn die gemeinschaftlichen 





Tangenten zu einem System von 


Dies ist jedoch nicht der Fall. Denn da je (2—1) von diesen Tan- 
genten durch einen Punkt hindurchgehen, so müssten die übrigen eine Curve 
»—2,'@ Classe berühren, was aber aus dem nämlichen Grunde unmöglich isi, 
weil von ihnen abermals je (a—1) durch einen Punkt gehen, und diese Punkte 
daher der Curve (»—2)! Classe als Bestandtheile erster Classe angehören 
müssten. Nun giebt es Be solcher Punkte, welche keine Curve (n— 2)! 
Classe darstellen können. 

Die Curve Ü”=! muss demnach mit der Involutionscurve identisch sein. 
wodurch unsere Behauptung erwiesen ist. Das reciproke Ergebniss lautet. 

„Wird einem vollständigen n-Seit, welches einem Kegelschnitte T, um- 
geschrieben ist, eine Cure (n—1)” Ordnung umgeschrieben, so giebt es unend- 
lich viele n-Seite, welche dem Kegelschnitte umgeschrieben und der Curve 
eingeschrieben sind; d. h. die Curve kann als die Curce einer auf T, befind- 
lichen Tangentenineolution n“” Grades betrachtet werden.“ 

Das vollständige »-Seit liefert für die im letzten Satze besprochene 


n(n—1) 





Involutionseurve —— Punkte. Da eine Curve (a—1)! Ordnung durch 
n—I)(n+2) „. ’ : 1 . 
—— .—— Punkte bestimmt erscheint, so kann man von der Involulions- 


eurve überdies (»—1) Punkte willkürlich annehmen. Nun liefert jedes Paar 
entsprechender Tangenten der Involutiion einen Punkt der Involulionscurve, 
woraus wir folgendes Ergebniss ziehen: 
„Eine Inrolution n”” Grades ist vollkommen bestimmt, sobald man eine 
Gruppe von Elementen und weitere (n—1)\ Elementenpaare kennt.“ 
9. Wird von einer auf dem Kegelschnitte T, zu bestimmenden Tan- 
genteninvolution z'°® Grades eine »-elementige Gruppe angenommen, so bildet 
n(n—1. 


diese ein vollständiges dem Träger umschriebenes »-Seit, dessen — 


Ez 
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Ecken Punkte der Involutionscurve sind. Die Involution selbst und mit ihr 
die Involutionscurve wird erst durch Annahme einer zweiten »- elementligen 
Gruppe bestimmt sein. Nimmt man von dieser zweiten Gruppe nur (»—1) 
Tangenten an, so ist die Involution noch unbestimmt und wird erst durch Hin- 
zufügen einer Tangente zu diesen (»—1) Tangenten bestimmt sein. Lässt man 
diese letzte Tangente variabel, so erhält man unendlich viele Involutionen. 
welche eine n-elementige und eine (»—1)-elementige Gruppe gemein haben. 


n(n—1} 





Die Involutionscurven werden demgemäss die — 5 Ecken des durch 
ä j _ .. (an—N(n—?2) „ ’ 
erstere Gruppe gebildeten »-Seits und die er - Ecken des durch die 


zweite Gruppe gebildeten (a—1)-Seits gemeinschaftlich haben. Da die In- 
volutionscurven von der (»a—1 !*® Ordnung sind, so werden je zwei von ihnen 


ı(ın—1)  (n—I)n—?2' 


R , wr j Be 7 | 
(»—1)* gemeinschaftliche Punkte haben. Nun ist — 2 Tr 5 — — = Un-[I1)), 


und folglich bilden die Ecken des besprochenen »-Seits und (a—1)-Seils die 





sämmtlichen Durchschnittspunkte aller der betrachteten Involutionsceurven. Da 
wir die »-elementige und die (»—1)-elementige Gruppe beliebig annehmen 
konnten, so ziehen wir hieraus folgenden Satz: 

„Die Ecken eines vollständigen einem Kegelschnitte umschriebenen n- 
Seits mit den Ecken eines demselben Kegelschnitte umschriebenen (n—1)- Seits 
stellen ein System von Durchschnittspunkten zweier Curven (n—1," Ord- 
nung dar.“ 

Ebenso: 

„Die Seiten eines vollständigen einem Kegelschnitte eingeschriebenen n- 
Ecks mit den Seiten eines demselben Kegelschnitte eingeschriebenen (\n—1)-Ecks 
stellen ein System von gemeinschaftlichen Tangenten zweier Curven \n—1)' 
Classe dar.“ 

10. Es werden also nach dem ersten Satze des vorigen Artikels die 
sechs Ecken eines einem Kegelschnitte umschriebenen Vierseits mit den drei 
Ecken eines demselben Kegelschnitte umschriebenen Dreiseits neun Durch- 
schnittspunkte zweier Curven dritter Ordnung darstellen. 

Hieraus fliesst eine besonders einfache Construction des neunten Schei- 
tels eines Curvenbüschels dritter Ordnung, wenn sechs Scheitel die Ecken 
eines vollständigen Vierseits bilden. Construirt man nämlich von den beiden 
dem Vierseit nicht angehörenden Scheiteln die zwei Tangenten an jenen dem 


Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitt, welcher die Verbindungslinie dieser 
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zwei Scheitel berührt, so schneiden sich die beiden Tangenten in dem neunten 
Scheitel. 

11. Befindet sich auf einem Kegelschnitte T, eine Punktinvolution 
„‘en Grades neben einer solchen des mt®® Grades, so wird es eine leicht be- 
stimmbare Anzahl von Punktepaaren geben, welche sowohl der einen als auch 
der anderen Involulion angehören. 

Die Involulion »!°® Grades besitzt eine Involulionscurve (»—1)te Classe, 
deren Tangenten auf T, Punktepaare dieser Involution bestimmen. Die In- 
volutionscurve der zweiten Involution ist von der (m—1)!®" Classe. Beide 
Curven haben demnach (»—1)/m —1) gemeinschaftliche Tangenten, welche auf 
T, ebenso viele Punktepaare bestimmen, die beiden Involutionen angehören — 
ihnen gemeinschaftlich sind. Daher der Satz: 

„Zwei Involutionen auf demselben Träger resp. vom m"”" und n’" Grade 
besitzen (n—1)(m—1) gemeinschaftliche Elementenpaare.“ 

In der Betrachtung des 3. Artikels war m =2. 


Prag. im Januar 1870. 
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Trägheits- und höhere Momente eines Massen- 
systemes n Bezug auf Ebenen. 
(Von Herrn Th. Reye in Aachen.) 


1. Vor einigen Jahren habe ich in der Zeitschrift für Mathematik 
und Physik den Nachweis geliefert, dass jeder Körper hinsichtlich seiner Träg- 
heitsmomente auf unendlich viele Arten durch vier Massenpunkte ersetzt werden 
kann; d. h. vier Punkte können der Lage und Masse nach so bestimmt wer- 
den, dass ihr Trägheitsmoment in Bezug auf jede Axe oder Ebene des Raumes 
gleich demjenigen des gegebenen Körpers wird. Der erste dieser vier Punkte 
kann ganz beliebig im Raume angenommen werden; dadurch ist aber nicht 
nur die ihm beizulegende Masse, sondern auch die Ebene der drei übrigen 
Punkte völlig bestimmt. Nimmt man in dieser Ebene den zweiten Punkt will- 
kürlich an, so erhält man ausser dessen Masse noch die Verbinduneslinie der 
letzten beiden Punkte, und auf dieser kann noch der dritte Punkt beliebig ge- 
wählt werden. Die vier Massenpunkte haben dieselbe Gesammimasse und 
denselben Schwerpunkt wie der gegebene Körper; das berühmte Problem der 
Rotation eines schweren Körpers ist demnach zurückgeführt auf dasjenige der 
Drehung von vier, starr mil einander verbundenen Massenpunkten um einen 
von ihnen. 

2. Vier solche, einen Körper hinsichtlich seiner Trägheitsmomente 
vertreiende Massenpunkte bilden in ihren unendlich vielen Lagen die Pol- 
tetraeder (oder Quadrupel harmonischer Punkte) eines durch die Massenver- 
theilung im Körper völlig bestimmten, imaginären Ellipsoides, dessen Mittel- 
punkt mit dem Schwerpunkte des Körpers zusammenfällt. Legt man durch 
irgend einen Punkt P drei zu jenem Ellipsoide confocale Flächen zweiter Ord- 
nung. so fallen deren Normalen im Punkte P zusammen mit den drei Haupt- 
trägheitsaxen dieses Punktes. Dieser letzte Satz und jenes von mir wohl 
zuerst bemerkte imaginäre Ellipsoid finden sich auch in der neuen Auflage von 
Herrn Hesses analylischer Geometrie des Raumes; das Ellipsoid wird daselbst 
das imaginäre Bild des Körpers genannt. Erst aus Herrn Hesses 25°“ Vor- 


lesung aber ersehe ich, dass für alle Berührungsebenen dieses imaginären Bildes 
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das Trägheitsmoment des Körpers gleich Null ist. Mir scheint diese funda- 
mentale Eigenschaft jenes Bildes den geeignetsten Weg zur Lösung der Fragen 
anzudeuten: Mann ein Massensystem auch hinsichtlich seiner dritten, vierten, 
„“" Momente durch eine beschränkte Anzahl von Massenpunkten vertreten wer- 
den? und wenn dieses der Fall ist, welche gegenseitige Lage haben diese Punkte? 
Die Lösung dieser Fragen wird auf gewisse Fundamentaleigenschaften der 
Flächen »'” Classe ein neues Licht werfen. zugleich aber zu bemerkens- 


werthen algebraischen Sätzen führen. 


/7 
jr‘ 


Die nten Momente eines Massensystemes und ihre Abhängigkeit 


> 


von einander. 
3. Sei dm ein unendlich kleines Element eines Massensystemes m, und 
r sein Abstand von einer gegebenen Ebene, welcher positiv oder negativ an- 
genommen werden soll. je nachdem dm auf der einen oder auf der anderen 


Seite der Ebene liegt: dann nennen wir das über das ganze Massensvsiem 


/r dm 


das »“ Moment des Massensystemes m in Bezug auf jene Ebene. Für „=1 


sich erstreckende Integral: 


wird dasselbe bekanntlich das statische Moment, für n=?2 wird es Trägheits- 
moment genannt. Die Massen des Systemes können räumlich in Körpern ver- 
theilt. aber auch theilweise oder alle in Punkten. Linien oder Flächen con- 
centrirt sein. Auch negalive Massen und körper von negativer Dichtigkeit 
will ich nicht ausschliessen: ihre Einführung sichert unseren Untersuchungen 
eine erössere Allsemeinheit und bietet auch sonst viele Vortheile. Nicht nur 
in den Momenten von Elektricitäts- und Magnetismusmengen treten solche 
neoative Massen auf. sondern schon dann. wenn wir die Differenz der Momente 
von zwei verschiedenen Systemen ponderabler Massen berechnen wollen; denn 


] 


wir finden diese Differenz für jede Ebene des Raumes, indem wir im Integrale 


fr" dm die Massen des einen Systemes mit positivem, die des andern mit ne- 
galivem Zeichen annehmen. 

4. Wir wollen das Massensystem m auf ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem beziehen und mit x, y. 3 die Coordinaten des Elementes dm 
bezeichnen. Ist alsdann p die Länge des Perpendikels, welches vom Coor- 
dinatenanfang auf die gegebene Ebene E gefällt werden kann. und sind 


e, >, y die Cosinus der Neigungswinkel,. welche p mit den Coordinatenaxen 
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bildet, so hat dm von E den Abstand: 

r oc +Py+Yy3—p. 
Nämlich die Goordinaten x, y, 3 bilden eine gebrochene Linie, welche da 
Element dm mit dem Coordinatenanfang verbindet, und ex + y-+yz ist die 
Projection dieser Linie auf das Perpendikel und seine Verlängerung; woraus 
zugleich ersichtlich wird, dass jener Abstand r positiv oder negaliv ausfällt, 
je nachdem dm vom Coordinaltenanfang durch die Ebene getrennt ist oder 
nicht. Die Gleichung dieser Ebene ist: 

eztpytys-p=V, 
und @, %, 7, p heissen die Coordinaten der Ebene: zwischen o, 9%, y besteht 


die bekannte Gleichung: 
a t 9° t Yy R, 

Einer homogenen Gleichung x” Grades zwischen oe, /, y, p entspricht, 
wie man weiss, eine Fläche »'% Classe,. an welche durch eine beliebige Gerade 
im Allgemeinen und höchstens » Berührungs- Ebenen gelegt werden können. 
und welche von allen Ebenen. deren Coordinaten der Gleichung genügen. 
berührt wird. 

9. Für das »'° Moment des Massensystemes in Bezug auf die Ebene 


(a, ,y,p) erhalten wir nunmehr folgenden Ausdruck: 


f) /*® - 


Derselbe ist vom n»'” Grade für die Coordinaten @, 9, y, p der Ebene und 
kann durch Entwickelung von (@e2+/5y--7z2—p)" zerlegt werden in folgende 
. (n+1).(na-+2).(n+3) a 
Summe von — a Gliedern: 

wre 


a" fa’ dm -+na"" Bfa' "ydm-n a'y fa’ "za dm— ne" 'pfe ' dm 
ni a a 5 cn Ei n.(n—1 ah. / 
I n—2 /J2 rt: 4 I ” n—2 Aa, n— 2} - an 24 n—2.,: ‚n—2_ 2? 
+ EP Ey dm-+n.(n-1)e"" 2yf ©" "yzdm- 5 ey Jar dm 


R un? | ER / N, ; 2) i . at , \ ; u 
—n.(n-1)e' Bpfa ydm—n.(n-1)e ypfa zdm+ —, "uk: p fa "dm 











n.(n Lh 1).(n— 2) n—3 /93 n—3 „> ) f \n—1 i 
+ TaaTz aaa ydm+--+ny(—p, dm --(—p / dm. 
Hierin sind die Coefficienten der einzelnen Potenzen von e. 5. y. p als 


Constante zu betrachten, sobald das Massensystem und die Lage der drei 
Coordinatenaxen gegeben sind. Wir können sie eindeutig bestimmen, wenn 


(n+I).(n+2).(n+3) .. er = 
133 - lineare und von einander unabhängige Gleichungen 





für sie 


Im) 
OD 
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gegeben sind; woraus folgt: Das n’“ Moment eines Massensystemes kann für 


. (an+1I).(n-+?2).(n-+5) 
jede Ebene des Raumes berechnet werden, sobald es für ——- / En 


von einander unabhängige Ebenen bekannt ist. Denn jede dieser Ebenen 
liefert uns eine solche lineare Gleichung. Wenn z. B. zwei Massensysteme 
gleiche Trägheitsmomente haben für zehn Ebenen, die nicht alle von einer 
und derselben Fläche zweiter Classe berührt werden, so haben sie für alle 
Ebenen (und Axen) des Raumes gleiche Trägheitsmomente. 
6. Die Coordinaten aller Ebenen, für welche das »!* Moment /r"dm 
einen gegebenen Werth M hat, müssen der homogenen Gleichung: 
fer +Py-+yz—-p)"dm = M(o’ ++)? 
(renüge leisten. Ist » ungerade, so erheben wir beide Seiten auf das Quadrat, 
um rechts die irrationale Wurzel wegzuschaffen. und erhalten den Salz: 
Alle Ebenen des Itaumes, für welche das n’‘ Moment eines Massen- 
systemes einen gegebenen Werth M hat, umhüllen im Allgemeinen eine 
Fläche n“ oder 2n“” (lasse, je nachdem n gerade oder ungerade ist. 
Jede Ebene gehört einer einzigen solchen Fläche constanten nm” 
MHomentes an, und alle derartigen Flächen bilden eine Flächenschaar. 
Form und Lage dieser Flächen sind nur abhängig von der Massenvertheilung, 
nicht aber von der Lage der Coordinatenaxen. — Der Satz erleidet scheinbar 
eine Ausnahme bei der homogenen Kugel. deren Flächen constanten »'“ Mo- 
mentes concentrische Kugelflächen sind: aber in diesem und in ähnlichen 


ı 


Fällen lässt die obige Gleichung sich auf die Form F*=0 bringen, worin 


io i n 2n \ 
F die A" Potenz einer ganzen homogenen Function „ten oder —-ten (Grades 

f ’ - B ; n 2n 
von @, 9, y, p bezeichnet. und jene Kugelflächen sind k=— resp. —- mal 


zu zählen. Als wirkliche Ausnahmen werden wir den Fall kennen lernen. 
in welchem jene Gleichung für alle Werthe der Ebenencoordinaten identisch 
erfüllt ist, und für ungerade » den Fall N=0. 

t. Unter den Flächen constanten »'“® Momentes ist diejenige be- 
merkenswerth, für deren sämmtliche Berührungsebenen das »'* Moment gleich 
Null ist. Ihre Gleichung in Ebenencoordinaten lautet: 


Jer+Py+ys—p d E02: 
ich nenne sie die \wl/fläche der n‘” Momente oder kürzer die n° Nullfläche 


} 


des Massensystemes. Sie ist für ein gerades wie für ein ungerades n von 
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len 


der n’“" Classe. Die Nulllläche der ersten oder statischen Momente redueirl 
sich auf den Schwerpunkt des Massensystemes; die zweite Nullfläche ist das 
oben (2.) erwähnte imaginäre Ellipsoid, wenn alle Massen positiv sind, und 
überhaupt eine reelle oder imaginäre Fläche zweiter Classe, wenn unter den 
Massen auch negalive vorkommen. — Bekanntlich erhalten wir die erste 


Polarfläche des Unendlichen in Bezug auf die Fläche: 


Kar+py- Y3- p)" dm = M(a+p’-+y')’, 
wenn wir deren Gleichune nach der Coordinate p differentiiren. Die Glei- 


chung dieser Polarlläche ist also: 


fer HPy-+Yz—-p)"" dm = 0; 


d.h.: Die ersten Polarflächen des Unendlichen in Bezug auf alle Flächen 
conslanten n“" Momentes fallen zusammen mit der n—H1"" Nullfläche 
des Massensystemes. 

Dabei ist jedoch zu bemerken, dass für ein ungerades » diese Polarflächen 

eigenllich aus der »— 1! und der „'" Nullfläche zusammengesetzt sind. 

8. Für n=2 z.B. folgt hieraus: Die Flächen constanten Trägheits- 
momenles sind concentrisch; ihr gemeinschaftlicher Mittelpunkt ist der Schwer- 
punkt des Massensystemes. Um die gegenseitige Lage dieser Flächen besser 
übersehen zu können, wählen wir die Hauplträgheitsaxen des Schwerpunkles 


zu Coordinatenaxen, so dass wir haben: 


fe dm —=V, / dm—=V, /: dm—=V, /y: dm =. /zrdm —7 3 ey dm 0; 


die Gleichung einer Fläche constanten Trägheitsmomentes lautet dann: 


a’ fa’ dm- Pfu dm + fs dm - p'fdm —= M(«- + Y°). 


Für M=0 wird sie zur Gleichung der zweiten Nullfläche. Schreiben wir 


zur Vereinfachung: 


dm = m x dm =m.a ydm = m.b zdm=m.c und MN=m.o, 
3 > 9 


so wird jene Gleichung zu der folgenden: 


a (o—-a)+P(o—b)+y(o—e) = pP}; 


) 


und gehen wir endlich von den homogenen Ebenencoordinaten @, 9.7. p 


in 


über zu den rechtwinkligen Coordinaten &, 7, T des Berührungspunktes, so 


> 


verwandelt sich dieselbe Gleichung in: 


> 
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Die Flächen constanten Trägheitsmomentes sind also confocale Flächen zweiter 
Classe und Ordnung. Alle Ebenen, für welche das Trägheitsmoment den ge- 
gebenen Werth M=m.o hat, berühren eine Fläche zweiter Ordnung von den 








Halbaxen yo—a, yo—b und yYo-—c. 

9. Die drei Hauptträgheitsebenen eines Punktes P, welche die Haupt- 
trägheitsaxen von P paarweise verbinden, haben (wie mit Hülfe des Trägheits- 
ellipsoides von P leicht erkannt wird; vgl. meine oben eitirte Arbeit) u. A. 
die charakleristische Eigenschaft gegenüber alien anderen durch P_ gehenden 
Ebenen, dass in Bezug auf sie das Trägheitsmoment des Massensystemes ein 
Maximum oder Minimum ist. Daraus folgt sofort, dass sie mit den Berührungs- 
ebenen derjenigen drei zur Nullfläche confocalen Flächen zusammenfallen, 
welche in P sich rechtwinklig schneiden. Bei positiver Gesammtimasse des 
Systemes ist das Trägheitsmoment ein Maximum für die Berührungsebene des 
durch P gehenden Ellipsoides; denn jede benachbarte Ebene des Punktes P 
berührt ein anderes confocales Ellipsoid, welches dem Schwerpunkte näher liegt, 
für welches also m.o kleiner ist. Ebenso lässt sich zeigen, dass für die Be- 
rührungsebene des durch P gehenden zweischaligen Hyperboloides das Träg- 
heitsmoment ein Minimum ist. Und für die Berührungsebene des einschaligen 
(geradlinigen) Hyperboloides ist das Trägheitsmoment als Maximum oder Mini- 
mum zu betrachten, je nachdem die benachbarten Ebenen, mit denen wir sie 
vergleichen, den einen oder den anderen der beiden Nebenwinkel schneiden, 
welche von den zwei in der Berührungsebene von P liegenden Geraden des 
Hvperboloides gebildet werden. Ohne weitere Rechnung folgt so der Satz: 
Die Hauptträgheitsaxen jedes Punktes P fallen zusammen mit den Normalen 
derjenigen drei Flächen zweiter Ordnung, welche mit der Nullfläche der Trägheits- 


momente confocal sind und sich in P rechtwinklig schneiden. — Wir haben 
bei diesem Beispiele »=2 stillschweigend angenommen. dass /.dm von Null 
verschieden sei. Ist fm — (0, so hat das Massensystem keinen eigentlichen 


Schwerpunkt, sondern wie ein Magnet nur eine Axe, d.h. es existirt eine 
bestimmte Richtung. in welcher der Schwerpunkt unendlich fern liegt. Die 
sämmtllichen Flächen constanten Trägheitsmomentes werden alsdann con- 
locale Paraboloide. 
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S. 2. Aequivalente und indifferente Massensysteme. 


10. Es giebt unendlich viele Ebenen, für welche die »" Momente 
von zwei gegebenen Massensystemen m und m, gleiche Werthe erhalten. Die 


Coordinaten (@,/,y,p) dieser Ebenen genügen der Gleichung: 


/ 0-4 Py -F Y3—P, "dm 


. v . le r . . . . 
diese Ebenen gleicher n“” Momente umhüllen also im Allgemeinen eine Fläche 


fer H-Py-+Yyz—p)" dm,; 


n'“” Classe. Denken wir uns in jedem Punkte (x, y,3) die dort vorhandene 
Masse dm des ersten Systemes vermindert um die ebendaselbst befindliche 
Masse dm, des zweilen, so erhalten wir ein drittes Massensysiem (m—m,) als 
Differenz der beiden ersten; und die soeben erwähnte Fläche ist keine andere, 


als die x»! Nullläche von (m— m,). deren Gleichung lautet: 


Jer+2y- y3—p)"d(m—m,) = ®. 


Nehmen wir die Massensysteme m und m, resp. « und a,mal, und setzen sie 
hernach zusammen zu einem dritten Systeme (am-+-a,m,) durch Addition der in 
denselben Punkten befindlichen Massen, so ergiebt sich aus den »'® Momenten M 
und M, von m und m, in Bezug auf eine beliebige Ebene ohne Weiteres das- 
jenige (al -+a,M,) von (am+am,). Für M=M,=0 folet hieraus: Jede 
Ebene, welche zwei von den n’" Nullflächen der drei Massensysteme m, m, 
und (am+ a,m,) berührt, muss auch die dritte berühren. Durch passende Walıl 
der constanten Zahlen a und a, kann man bewirken. dass die Nulllläche von 
(am-+a,m,) eine ganz beliebige Ebene des Raumes berührt; man braucht nur 
das »'® Moment (all+a,M,) in Bezug auf diese Ebene gleich Null oder 
a:a, =—M,:M zu machen. 

11. Wenn die n‘“® Nullfliächen von zwei Massensystemen m und m, 
zusammenfallen, so sind die Momente n’" und niedrigeren Grades von m und 
m, für alle Ebenen des Baumes den Gesammtmassen proportional. So z.B. 
haben zwei Systeme von gleichen Gesammtmassen, deren Schwerpunkte zu- 
sammenfallen, gleiche statische Momente für jede Ebene des Raumes. Wir 
können nämlich (10.) aus m und m, ein drittes Massensystem (m--/m, zusammen- 
setzen und % so bestimmen, dass das »'“ Moment von (m+Am,) für eine beliebige 
Ebene gleich Null wird. Die »'° Nulllläche von (m-+ km,) fällt dann zusammen 


mit derjenigen von m und m,. weil sie (10.) mit dieser alle Berührungsebenen 


gemein hat; sie soll ausserdem eine ganz beliebige Ebene berühren. Dieser 
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Widerspruch lässt sich nur durch die Bemerkung heben, dass der allgemeine 
Satz (6.) hier eine Ausnahme erleidet, indem die Gleichung dieser Nullfläche: 


Sier+By+r: —p)'d(m-+km,) = 0 


durch Verschwinden der Coefficienten von @", ef, e@"""y, .... yp""', p" er- 








b) 
füllt wird. Daraus folgt aber namentlich: 


» * f N [) » 
n.(n—1) n u 
& dm fo dm De der dm (— 1)" f dm 


—k = zu ; = 001. 


hä —n ER n.(n—1), 2 dm a 1 
f z f 2 zZ f ) m, 


wodurch der Satz für die yz-Ebene bewiesen ist. Er gilt aber ebenso für 














jede andere Ebene, weil die yz-Ebene willkürlich im Raume angenommen 
werden kann. Beachtenswerth ist, dass auch: 


fe y”z° dm fer + Ay + r3 — p)" dm 


“7 rs 4 % in I m « ; ' 
f* yz2 dm, / ac —- By 73 — pP)" dın, 


wird. wenn g+r+s = 








rn und q, r, s positive Ganzzahlen sind. Diese Glei- 


chungen behalten ihre Bedeutung, auch wenn die Gesammtmassen Jam und 


Jam, Null sind; nur der Satz erleidet dann eine kleine Redactionsänderung. 

j 12. Für zwei Massensysteme, deren n“” Nullflächen zusammenfallen, 
sind also auch die beiden Schaaren von Flächen constanten n" oder niedrigeren 
Momentes identisch; nur hat im Allgemeinen das eine Massensystem für die 
Berührungsebenen einer solchen Fläche ein anderes constantes Moment als 
das andere System. Wenn dieser und der vorhergehende Satz für die „'“ 
Momente gilt, so braucht er deshalb nicht für die »— 1! Momente richtig zu 
sein. wie man sofort beispielsweise für »=1 erkennt. Denn concentriren 
wir die Gesammimasse eines Systemes im Schwerpunkte, so ändern wir da- 
durch die statischen Momente nicht: die Flächen constanten Trägheitsmomentes 
aber. welche vorher beliebige Flächen zweiter Ordnung waren, gehen in 
hugelllächen über. 

13. Zwei Massensysteme nenne ich äquiralent hinsichtlich ihrer n” 
Momente, wenn für jede Ebene des Raumes ihre »'°® Momente gleiche Werthe 
haben. Weil in diesem Falle ihre »'" Nullllächen sich decken, so müssen 
sie (11.) auch hinsichtlich aller niedrigeren Momente äquivalent sein. Zwei 


Hassensysteme sind äquicalent hinsichtlich ihrer n“” und niedrigeren Momente 
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wenn sie identische n’" Nullflächen und gleiche Gesammtmassen haben 11.), 
oder auch wenn sie identische »'° Nullllächen und für irgend eine die Null- 
fläche nicht berührende Ebene gleiche »'!° Momente haben. Ist also von einem 
Massensystem die »'° Nullläche und ausserdem sein »'% Moment für irgend 
eine die Nulllläche nicht berührende Ebene bekannt. so müssen sich daraus 
die »'"" und niedrigeren Momente für alle Ebenen des Raumes ergeben. 
Ein Massensystem nenne ich indifferent hinsichtlich seiner n“' Momente, wenn 
in Bezug auf jede Ebene des Raumes sein »'° und folglich auch jedes niedrigere 
Moment gleich Null ist. Zwei Massensysteme sind äquivalent, wenn sie sich 
um ein indillerentes System unterscheiden; oder ein indilferentes Massensvstem 
kann als Dilferenz von zwei äquivalenten Systemen betrachtet werden. 

14. Wird z. B. zu einem beliebigen Massensvsieme eine in seinem 
Schwerpunkt concentrirte Masse hinzufügt, welche der Gesammtimasse des 
Systemes gleichkommt, aber das entgegengeselzte Vorzeichen hat. so entsteht 
ein, hinsichtlich der statischen Momente indifferentes Massensvstem. Dasselbe 
hat keinen Schwerpunkt, oder jeder Punkt kann. wenn man will, als sein 
Schwerpunkt betrachtet werden. — Concentrirt man in den acht Eckpunkten 
eines Parallelepipedons gleich grosse Massen von verschiedenen Vorzeichen, 
aber so, dass keine zwei auf derselben Kante liegende Massen eleiche Vor- 
zeichen haben, so ist das x‘ Moment dieses achtpunktigen Massensysiemes 
Null für jede Ebene, die zu einer Kante parallel läuft; und daraus folgt, dass 
das System indifferent ist hinsichtlich seiner Trägheitsmomente. Werden seine 
vier negaliven Massen mit entgegengesetziem Vorzeichen genommen, so sind 
dieselben den vier positiven Massen äquivalent hinsichtlich der statischen und 
der Trägheits- Momente. Die Gesammtmasse eines indilferenten Massensystemes 
ist immer Null. 

15. Seien E und E, zwei parallele Ebenen, x und z, =r—a ihre Ab- 
stände vom Massenelement dm, also a ihr gegenseiliger Abstand. Dann hängen 
die »'°" Momente des Massensystemes in Bezug auf E, und E durch folgende 


Gleichung von einander ab: 


/« dm oder / —a" dm 
. f 2 n.(n—1) ,„f 20 1 RE a 
/x dm—naf x 'dm-- — — a’f x’ "dm+ + +(—a / dm. 


. 


Die Integrale fe dm, fa "dm, ... sind die Momente x‘ und niedrigeren 


Grades in Bezug auf E. Kennt man dieselben sowie den Abstand a, so er- 


« 


giebt sich sofort das »'* Moment in Bezug auf E,. Zugleich folgt: 
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Ein Massensystem, welches indifferent ist hinsichtlich seiner n — 1” 
Momente, hat gleiche n“ Momente in Bezug auf parallele Ebenen. Die 
»„“" Momente ändern sich nicht, wenn das System ohme Drehung ver- 
schoben wird; sie sind für alle Ebenen des Raumes bekannt, sobald sie 
für alle durch einen Punkt gehenden Ebenen gegeben sind. 
Die »'° Nullfläche dieses Massensystemes redueirt sich auf eine unendlich 
ferne Curve n»'" Classe. So z.B. bilden zwei homogene concentrische Kugel- 
schalen von entgegengesetzt gleichen Gesammtmassen zusammen ein Massen- 
system, dessen Trägheitsmoment für alle Ebenen des Raumes denselben Werth 
hat. Ist dieser Werth von Null verschieden, so redueirt sich die zweite 
Nullfläche auf den unendlich fernen imaginären Kreis. Da der obige Aus- 
druck für / z—a"dm genau »-+1 Glieder enthält, welche durch »-+1 
lineare Gleichungen eindeutig bestimmt werden können, so erhalten wir noch 
den nützlichen Satz: Die Gesammtmasse eines Systemes sowie seine n’ und 
niedrigeren Momente in bezug auf alle Ebenen eines Parallel- Ehenenbüschels 
können berechnet werden, sobald die n“' Momente für n+1 dieser Ebenen 
bekannt sind. 

16. Zwei Massensysteme, welche hinsichtlich ihrer » — 1! Momente 
äquivalent sind. und deren »‘* Momente in Bezug auf jede durch einen Punkt 
P gehende Ebene gleiche Werthe haben, sind auch hinsichtlich ihrer »'* 
Momente äquivalent: denn ihre Differenz ist nicht bloss hinsichtlich der »„—1'r, 
sondern (15.) auch hinsichtlich der »'* Momente indifferent. Daraus folgt 
weiter: Zwei Massensysteme, deren n und niedrigere Momente für jede durch 
einen Punkt P gehende Ebene gleiche VWWerthe haben, sind äquiealent hin- 
sichtlich ihrer n“” und niedrigeren Momente, wenn sie gleiche Gesammtmassen 
besitzen. Sie haben nämlich denselben Schwerpunkt, also auch für alle Ebenen 
des Raumes gleiche statische Momente. Ihre Differenz ist folglich indifferent 
hinsichtlich der Trägheitsmomente und ebenso hinsichtlich der 3ten, dien, ,.. „ten 
Momente, und der Satz ist bewiesen. 


$.3. Berechnung der »'" und niedrigeren Momente eines Massensystemes 
mit Hülte der »'" Nullfläche. 


17. In der obigen Gleichung (15. 


i u u 21) .f _, UN + 
/(«-a)' dm = fa dm—n afa’ dm + x 12 a'fx "dm — —a)"/dm 











Reye, Trägheits- und höhere Momente eines Massensystemes. 303 


bezeichnen fx" dm und f(« - a," dm die »'°" Momente eines Massensystemes 


in Bezug auf zwei parallele Ebenen E und E,, und a den Abstand von E 


j 
f 


und K%,. Für » Werthe von a, nämlich für die Abseissen a,. &. 4,. 7 


der » Berührungsebenen, welche parallel zu E an die »'° Nulllläche geleg! 


in 
werden können. wird / z—.a)dm 0; diese » Abseissen genügen also der 


RE R . n.(n—1) ./f | 
(0 . A /dm na fx «dm r- 9 A fx dm — Mer» 
.++nal—1)" fe ' dm - | /z dm, 


woraus für ihr Product ohne Weiteres sich ergiebt: 


Gleichung: 


fe dın i 
ad, 45 dr... a, = — oder fa’ Bee... a, / dm. 
Jam ‘ 


D.h.: Man findet das n’ Moment eines Massensystemes in Bezug auf eine be- 
liebige Ebene E, wenn man die Gesammtmasse multiplieirt mit den Ab- 
ständen der kEbene von den n ihr parallelen Berührungsebenen der n'“ 


Nullfläche. 


Das Product dieser Abstände ist. wie man weiss. immer reell. auch wenn 


dieselben theilweise oder alle imaginär sind. Auch die folgenden. ebenso 
sich ergebenden Gleichungen zwischen @,. &. ... @a,: 


F a ta, +: ta, f 1.2(aa,+--- Ld,_ıd, 
/ dm - ns Eau / dm: /« dm — — — / Im, 
R n n n.(n | 


u.s. w.. durch welche die Momente niederen Grades für die Ebene E be- 
stimmt sind. lassen sich leicht in Worte kleiden: z. B.: 

Der Abstand des Schwerpunktes von einer Ebene E ist gleich dem 
arithmetischen Mittel aus den Abständen der n zu E parallelen Beruh- 
rungsebenen der n'" Nullfläche. 

18. Ist die Gesammimasse dm 0. so wird eine Wurzel der in 
(17.) aufgestellten Gleichung »'°% Grades. elwa a,, unendlich gross. und die 
n‘® Nullfläche wird von der unendlich fernen Ebene berührt. Die Abseissen 


Ad» ds, ... a,_, der übrigen —1 zu E parallelen Berührungsebenen genügen 


dann der Gleichung: 


Bj n.(n—N) of» | | wre 
0 = na VE dm — u a fa dm +—++(—1 fx dm, 
39 * 


1.2 
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woraus sich ergiebt: 


* * s 2 i . 
/x' dm =4,09...d, fx dm, Sa’ dm SERIEN T a, ‚fa dm, 
s B n—1 


u.s. w.; hieraus lassen sich wieder alle Momente bezüglich der Ebene E 
berechnen. sobald eines derselben sowie die »'* Nulllläche bekannt ist. Zu 


ähnlichen Gleichungen gelangt man. wenn auch /2dm = 0 ist. u. S. w. 
























19. Wir können die z-Axe des Coordinatensystemes als eine be- 
liebige Gerade des Raumes betrachten. Sei durch dieselbe irgend eine Ebene 
E gelegt, welche mit der ysz-Ebene den Winkel % bilde. Dann sind die 
Coordinalen von E: 

e=c08s9, P=Ssiny, Y=V, p=V\, 


und für das »'“ Moment in Bezug auf E ergiebt sich der Ausdruck : 
Jisosy .2+ sinp.y)" dm 


— sin’y | colg” pfa' dm + n colg"”" fe” 'ydm-+ + fg dm | 


Seien %ı. fa» Ps> - -- 9. diejenigen » Werthe von p, für welche E zur 

Berührungsebene der »'“ Nullfläche wird, für welche also dieses »’” Moment 

verschwindet. Dann lässt sich die rechte Seite unserer Gleichung verwandeln in: 
sin’ gp(cotlg g— colgy,)(colgy— colgYy>)... (colgy— colgy,) fx" dm, 


woraus sich durch Vergleichung folgende Beziehungen ergeben: 
z n—1 l ; ! \ n 
x" ydm = — — (colg y, + colg ya ++ colgy,)/ x"dm, 
“ n ws . De PZ 


FE 1.2 vo 
Ser yam re, (cotg y, cotg y,+ colgy, colg y;+ -+colgy,_, cotgy,„)/ z"dm, 


/v dm — (— 1)" cotgy, cotg p,... colgy, / "dm. 


Das »!° Moment in Bezug auf die Ebene E nimmt zugleich die Form an: 


» n sin! N .- 
fieosy .c+sing.y)'dm = _ en frrdm. 
Das »‘* Moment kann hiernach für jede durch eine Axe gelegte Ebene be- 
rechnet werden, sobald es für eine solche Ebene bekannt ist, und ausserdem 
die » durch die Axe gehenden Berührungsebenen der »' Nullfläche gegeben 
sind. Wir können diesen Satz mit Rücksicht auf (17.) und (18.) zu folgen- 
dem erweitern (vgl. auch 19.): 
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Die n’‘" und niedrigeren Momente eines Massensystemes können für 
alle Ebenen des haumes berechnet werden, sobald die n" Nullfläche be- 
kannt ist und ausserdem das n'“ Moment für irgend eine Ebene, welche 
die Nullfläche nicht berührt. 

Denn jede andere Ebene schneidet die gegebene in einer Axe, durch welche 
wir » Berührungsebenen an die Nulllläche legen, um diesen Fall auf den schon 
erledigten zurückzuführen. 

20. Verbinden wir die letzte Gleichung mit derjenigen für ("dm in /17.). 
so erhalten wir, falls am: 0 ist. einen geometrischen Salz. welcher all- 


gemein für Flächen »' Classe also lautet: 

Die Producte aus den Abständen zweier Ebenen von den zu ihnen 
parallelen berührungsebenen einer Fläche n“ Ülasse verhalten sich zu 
einander wie die Producte aus den Sinus der Winkel, welche die Ebenen 
mit den durch ihre Schnittlinie gehenden Berührungsebenen der Fläche 
bilden. 

Derselbe gilt für jede algebraische Fläche, welche nicht von der unendlich 
fernen Ebene berührt wird und keine Kegelfläche ist, und man überzeugt sich 
davon leicht, wenn man von der homogenen Gleichung der Fläche in Ebenen- 
coordinaten @, 5, y, p ausgeht und im Uebrigen den oben eingeschlagenen 
Weg verfolgt. Ist nämlich Fe, ?,y,p) eine ganze homogene Function »'” 
Grades von den Ebenencoordinaten @, ?, 7, p, so nimmt dieselbe für jede 
Ebene des Raumes einen bestimmten Werth an. welchen wir etwa das Gewicht 
der Ebene nennen können. Alle Ebenen vom Gewichte Null umhüllen eine 
Fläche, deren Gleichung: 
F(a,P,y,p) = 9 

ist: dieselbe kann als eine beliebige Fläche x‘ Classe betrachtet werden und 
mag die Nullfläche der Function F heissen. Die Gewichte aller Ebenen des 
Raumes hängen nun von einander und von dieser Nullfläche ebenso ab. wie 
die nt°" Momente eines Massensystemes von einander und von der »"" Null- 
fläche des Systemes. Betrachten wir die Nulllläche der Function F als =“ 
Nulllläche eines Massensvstemes, setzen wir ferner das »'“ Moment in Bezug 
auf eine beliebige Ebene gleich dem Gewichte dieser Ebene. und berechnen 
wir daraus nach den Gleichungen (19.) die »'" Momente für alle anderen 
Ebenen, so finden wir dieselben gleich den Gewichten dieser Ebenen. Diese 


Uebereinstimmung drängt uns die Frage auf: Kann jede homogene Function 
































« 


306 Reye, Trägheits- und höhere Momente eines Massensystemes. 


n'"" Grades der vier Variabeln «, /, y, p auf die Form / (ac+Py+yz —p)"dm 
gebracht werden? oder was auf das Gleiche hinauskommt: Kann jede Fläche 
n'" Classe als n’“ Nullfläche eines Massensystemes betrachtet werden? Wird 
nämlich die letztere Frage bejaht, so braucht man nur alle Massen des Systemes 
mit einer leicht zu ermittelnden Constanten zu multiplieiren, um das »!° Momen! 
für jede Ebene des Raumes gleich dem durch die Function bestimmten Ge- 
wichte der Ebene zu machen. Wir werden diese Fragen zugleich mit den 
in der Einleitung aufgeworfenen in bejahendem Sinne lösen. 


$.4. Momente eines Massensystemes in Bezug auf Ebenengruppen. 


21. Sind r, r,. #5, ... r, die Abstände des Massenelements dm von 
den #+-1 willkürlich angenommenen Ebenen E, E,. E;,. ... E,, und sind 
i, din dba... d, positive ganze Zahlen, deren Summe gleich » ist, so nenne 


ich das über das ganze Massensystem ausgedehnte Integral: 
/ jr rs... ji dm 
ein »“ Moment des Massensystemes in Bezug auf jene Ebenengruppe. Ist: 
0,c+P,y+Yy,2-p, = 0 
die Gleichung der Ebene E,, so können wir dieses Moment auch schreiben: 


' > 
fiex +Py+Y3 


Entwickeln wir dieses Integral nach Potenzen der Ebenencoordinaten «, P, 





p) (sc +Pıy+ 13 —Pı)"... (rc +PıyYy+Yr2 — Pr) dm. 


Ys P> Cıs Pıs =»: - Yr> Pr, So enthalten die Coefficienten wieder wie oben (9.) 
die Integrale: 
x’dm, fe" 'ydm, [#" "dm, /«""dm, [x y’dm, [a "ys dm, fi dm, fm. 
Da diese für zwei äquivalente Massensysteme gleiche Werthe haben (11. und 
13.),. so ergiebt sich: Zwei Massensysteme, welche hinsichtlich ihrer n" Mo- 
mente äquivalent sind, haben auch in Bezug auf jede Ebenengruppe gleiche 
n“ und niedrigere Momente. Das »!* Moment in Bezug auf eine Ebene ist 
ein specieller Fall des Momentes in Bezug auf eine Ebenengruppe; wir er- 
halten das erstere, wenn wir alle Ebenen der Gruppe zusammenfallen lassen. 
22. Halten wir die Ebenen E,. E,, ... E, fest. so nimmt das nf*® 
Moment: 


% 73 
/ rrır2...r, dm 
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für jede Lage der Ebene E einen bestimmten Werth an. Wir können das- 
selbe ansehen als das i'" Moment eines neuen Massensystemes in Bezug auf 
E; dasselbe entsteht aus dem gegebenen Systeme, wenn wir jedes Massen- 


% 


element im Verhältniss von rYr%...r, zu eins vergrössern. Die Gleichung: 
. i t] 
/ rrirs...r, dn = 0O 


repräsenlirt also, wenn sie nicht für jede Lage der Ebene E identisch erfüllt 

ist, eine Fläche '* Classe, nämlich die © Nulllläche des neuen Massensystemes: 

dieselbe redueirt sich für ö=1 auf einen Punkt. Wie sie mit der n' Null- 

fläche des gegebenen Massensystemes zusammenhängt, lehrt der Satz (vgl. 23.): 
Die Fläche i'” Classe: 


fer +Py+y2z—-p) (a c+Pıy+Y1ı3—Ppı)" " dm 0. 


in deren Gleichung «, 3, y, p veränderliche und «,, Pı» Yı, Ppı gegebene 
Ebenencoordinaten bezeichnen, ist die n—i" Polare der festen Ebene 
E, (&,» 71» 1, pı) in Bezug auf die n’“ Nullfläche des Massensystemes. 


Ebenso ist die Fläche Ü” (lasse: 


‘ 71 R 
fr nn... ie ed 


die n—i' gemischte Polare der festen Ebenen E,, E;. ... E, in Be- 
zug auf dieselbe Nullfläche, wenn , ++ +, = n—6 ist. 


Alle diese Polarflächen sind, wie die »'* Nullfläche selbst. durch das Massen- 
system bestimmt; sie sind identisch dieselben bei zwei äquivalenten Systemen. 
Aus der Form ihrer Gleichungen fliesst sofort der bekannte Satz: Wenn eine 
Ebene E die n—i' Polare der Ebene E, berührt, so berührt E, die i' Polare 
der Ebene E. 

23. Wenn Fie, P,y,p)=0 die homogene Gleichung einer Fläche 
ne Classe in Ebenencoordinaten ist. so erhalten wir allgemein für die erste 
Polare einer festen Ebene E,(«,.,,7ı,pı) in Bezug auf diese Fläche die 
Gleichung: 

a dEF pP dE 9 dFE \ p dF 


0. 





Bun — bören 
n de n dp n dy n dp 


Die linke Seite dieser Gleichung ist eine homogene Function »—1!°" Grades 
von a, 9, %, ps; sie ist Null für die Coordinaten jeder Ebene E, welche die 
erste Polare von E, berührt, und erhält für jede andere Ebene E einen von 
Null verschiedenen Werth, welchen wir als ein Gewicht des Ebenenpaares 
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E, E, betrachten können. Fällt E mit E, zusammen. so wird wegen einer 
bekannten Eigenschaft der homogenen Functionen dieses Gewicht gleich dem- 
jenigen,. welches die Function Fe, ,y,p) der Ebene E, ertheilt, nämlich 
gleich Fie,. 9,. 71. pı). Bezeichnen wir die linke Seite der obigen Polarenglei- 
chung zur Abkürzung mit F,. so leiten wir mit Benutzung einer festen Ebene 


E, (03. /9,.75.p,) aus dieser Function ein dritte F,, folgendermassen ab: 


F a, dF Pf, dF 0 FE 
- n—1 de n—iI dB  n—i dy  n—i dp 
Die Gleichung F,,= 0 repräsentirt die gemischte zweite Polare des Tbenen- 


y 


paares E,. E, in Bezug auf die Fläche #=0. Wir erhalten diese zweite 
Polare,. wenn wir zu der Fläche F=0 die erste Polare von irgend einer der 
Ebenen E, und E, bestimmen und sodann in Bezug auf diese Polare wieder 
die erste Polare der anderen Ebene aufsuchen; denn es ist F,,=F,,. d.h. 
die Function F,, ändert sich nicht, wenn wir «,, Pi» /ı, Pı mil respective 
32 5» 7, ps Vertauschen. Setzen wir in F,, die Coordinaten e, 5, 7, p 
einer beliebigen Ebene E ein, so erhalten wir einen Werth, welchen wir als 
ein (Gewicht der Ebenengruppe E, E,. E, ansehen wollen, und welcher 
gleich Fe,» /7,./ı»Ppı, Wird, wenn E und E, mit E, zusammenfallen. Durch 
Fortsetzung dieser Betrachtungen gelangt man zu den sämmtlichen Polaren von 
beliebigen Ebenengruppen in Bezug auf die Fläche Fe, 5,y,p) = 0. sowie zu 
dem Begriffe des Gewichtes einer beliebigen Ebenengruppe, und man überzeugt 
sich leicht. dass diese Gewichte und jene Polaren ganz ebenso von einander 
abhängen, wie die »'® Momente und alle verschiedenen Nullflächen eines 
Massensystemes. 

24. Um die in (2.) und in (20.) aufgeworfenen Fragen gleichzeitig 
lösen zu können. wollen wir uns die »'° Momente eines Massensvstemes nicht 
durch die Massenvertheilung selbst. sondern durch die Gewichte gegeben denken. 
welche mittelst einer ganzen homogenen Function n'” Grades Fe, 7,y,p) den 
sämmtlichen Ebenen und Ebenengruppen des Raumes beigelegt werden. oder 
was auf dasselbe hinauskommt, durch die z'° Nullfläche und das »'* Moment in 
Bezug auf eine beliebige Ebene (19.). Gelingt es uns dann. eine begrenzte 
Anzahl von Massenpunkten der Lage und Masse nach so zu bestimmen. dass 
ihre »'°" Momente für alle Ebenen des Raumes gleich den so gegebenen wer- 
den. auch wenn die gegebene Nullfläche eine ganz beliebige Fläche » Classe 
ist. so sind jene Probleme nach Wunsch gelöst. Dabei wird uns der folgende, 


auch für Gewichte von Ebenengruppen gültige Satz gute Dienste leisten: 
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25. Wenn das n'“ Moment Fr, r,...r,_ ‚dm in Bezug auf eine be- 
wegliche Ebene E und n—1 feste Ebenen E,. E,. ... E,, für vier, nicht 
durch einen Punkt gehende Lagen von E bekannt ist, so kann es für jede be- 
liebige Lage von K berechnet werden; ist es bekannt für zwei in einer Geraden 
g oder für drei in einem Punkte P sich schneidende Lagen von E, so kann 
es für jede durch y resp. P_ gehende Lage von E berechnet werden. 

Für eine beliebige Lage von E ist nämlich r = er + Py-+yz—p,. so 


dass wir für das »!* Moment den Ausdruck erhalten : 


afanır...r, ‚ dm- Pfyrır...r,_. dm Hyfarır...r, ‚dm pfrir 


r PR. . . e 
Zur Bestimmung der hierin vorkommenden Integrale genügt es aber. wenn 
wir die Werthe dieses Momentes für vier von einander unabhängige W erthen- 
systeme der Ebenencoordinaten @, 5%, 7, p kennen. Soll E durch einen 


Punkt P gehen, dessen Coordinaten x, y, 2 sind. so muss die Gleichung: 


ec+Py+yz—p = 0 


erfüllt sein, und das »'°* Moment in Bezug auf die » Ebenen wird gleich: 


s ’ N > : ’ i ’ 
uf cz—z)rr...r._, dm Bf y—y)r,r....r,_' dm / s—3 )rıfr..-f,_ı UM. 


Ist der Werth dieser Summe für drei von einander unabhängige Werthen- 
systeme von «, /, 7 bekannt, so können wir die drei Integrale eindeutig be- 
stimmen. Der aul die Gerade y bezügliche Theil des Satzes ergiebt sich 
ebenso aus der Bemerkung, dass die Gleichung einer durch g oder durch zwei 
Punkte von g gelegten Ebene nur zwei von einander unabhängige Ebenen- 
coordinaten enthält. Wenn also die n“ Momente von zwei verschiedenen 
Massensystemen in Bezug auf jene n Ebenen gleichwerthig sind für zwei, drei 
oder vier von einander unabhängige Lagen der beweglichen Ebene E, so sind 
sie auch gleichwerthig für alle durch eine bestimmte Gerade oder einen be- 
stimmten Punkt gehenden oder aber für alle beliebigen Lagen von E. Dabei 
ist zu beachten, dass von den festen Ebenen E,. E;. ... E,_, beliebig viele 
auf einander liegen dürfen. 


S.9. Anwendung auf dıe lrägrheıtsmomente. 


26. Wir können hieraus einen neuen. sehr einfachen Beweis des in 
der Einleitung erwähnten Satzes ableiten: Ein Massensystem m kann hinsicht- 


lich seiner Trägheitsmomente auf unendlich viele Arten durch vier Massen- 
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punkte ersetzt werden; dieselben bilden ein beliebiges Poltetraeder der zweiten 
\ullflache con m. Ist der erste Theil dieses Satzes richtig, so ergiebt sich 
daraus der zweite Theil; denn ein vierpunkliges Massensystem ist immer ein 
Polteiraeder seiner eigenen zweilen Nulllläche, weil die erste Polare einer 
durch drei jener Massenpunkte gelegten Ebene in Bezug auf die zweite Null- 
läche sich auf den vierten Punkt redueirt (22.). Wir wollen uns die Träg- 
heitsmomente von m nicht durch die Massenvertheilung, sondern (24.) durch 
eine willkürliche homogene Function zweiten Grades der Ebenencoordinaten 
„>. y., p gegeben denken. Obgleich dann noch zu beweisen ist. dass zu 
diesen Trägheitsmomenten ein sie bedingendes reelles Massensystem wirklich 
existirt. so will ich mir der Bequemlichkeit wegen doch gestatlen, von einem 
gegebenen Massensystem m zu reden, dessen Trägheitsmomente eben die ge- 
gebenen sind. 

27. Seien nun 1. 2, 3. 4 die Eckpunkte irgend eines Poltetraeders 
der zweiten Nulllläche von m, sei i ein beliebiger dieser Punkte und m, die 
ihm beizulegende. noch unbekannte Masse. sei endlich E, die durch die 
übrigen drei Punkte gehende Ebene. Dann bestimmen wir m, so, dass ihr 
Trägheitsmoment in Bezug auf ein aus E, und einer beliebigen Ebene E be- 
stehendes Ebenenpaar demjenigen von m in Bezug auf dasselbe Ebenenpaar 
gleich wird. Da nun auch für drei beliebig durch den Punkt öi gehende Lagen 
der Ebene E die Trägheitsmomente der vier Massenpunkte und des gegebenen 
Systemes gleichwerthig (nämlich Null) sind in Bezug auf das Ebenenpaar E, 
E,. so haben sie für jede beliebige Lage der Ebene E gleiche Werthe '25.). 
Die vier so berechneten Massen m,. m,. m,. m, haben also für jedes Ebenen- 
paar E, E,. dessen eine Ebene E ganz beliebig ist, während die andere E, 
mit einer oder der anderen Fläche des Massentetraeders zusammenfällt. das- 
selbe Trägheitsmoment wie das Massensystem m. Daraus aber folgt (25.). dass 
für jedes willkürlich angenommene Ebenenpaar die Trägheitsmomente von 
m;.#M;,.M;,. m, und von m gleichwerthig und somit beide Massensysteme wirk- 
lich aequivalent sind. — Durch drei Punkte kann ein Massensystem hinsichtlich 
seiner Trägheitsmomente nur dann ersetzt werden. wenn seine zweite Null- 
lläche sich auf eine in der Ebene dieser Punkte liegende Curve zweiter Classe 
reducirt. Jeder ausserhalb dieser Ebene liegende Punkt des Raumes kann bei 
einem derartigen Massensysteme als erste Polare der Ebene in Bezug auf die 
zweite Nullfläche angesehen werden 22.,: doch wird die ihm beizulegende 


Masse Null, wenn er als Eckpunkt des Massentetraeders gewählt wird. 
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28. Die Grösse der Massen, welche den vier Punkten 1, 2. 3. 4 bei- 
zulegen sind, lässt sich weniger leicht aus der obigen Rechnung übersehen. als 
wenn wir die zweite Nulllläche zu Hülfe nehmen. Ich will zunächst voraus- 
setzen, dieselbe habe einen Mittelpunkt S, der dann (8.) zugleich Schwerpunkt 
des Massensystemes sein muss; die Gesammtmasse m des gegebenen Systemes 
ist in diesem Falle von Null verschieden (vgl. 9. u. 14.). Sei x, der Abstand 
des Punktes 1 vom Schwerpunkte S, sei x, die zwischen $ und der Ebene 
234 liegende Strecke der Geraden SI und a der auf S1 liegende Halbmesser 
der zweiten Nulllläche. Wegen der harmonischen Theilung des Durchmessers 


2a ist dann: 


2.0, £ 
ferner ist für eine durch S parallel zu 234 gelegte Ebene das statische Mo- 


ment des Massentetraeders (m,. m,. m,, m,) gleich Null, also: 


I 


mc + (m, +m,+m,)2,=0 oder ma, = (m, —m)xz,. 


Eliminiren wir x. so ergiebt sich: 


x m — m 
— — oder m =m  ———: 


a’ m, a? — x? 





Die erste dieser beiden Gleichungen lehrt uns: /st von einem der vier Punkte 
die Masse m, gegeben, so liegt derselbe auf einer zur zweiten Nullfläche ähn- 
lichen und mit ihr concentrisch und ähnlich liegenden Fläche zweiter Ord- 
nung; homologe Sehnen dieser beiden ähnlichen Flächen verhalten sich wie 
m —m:ym,. Aus der zweiten Gleichung berechnen wir die Masse m,. wenn 
ihre Lage gegeben ist: auch folgt aus derselben: Die einem Tetraederpunkte 
1 beizulegende Masse m, hat das entgegengesetzte oder das gleiche Vorzeichen 
wie die Gesammtmasse m, je nachdem 1 durch die zweite Nullfläche vom Schwer- 
punkte getrennt ist oder nicht. Nämlich im ersten Falle ist z, > a; im zweiten 
entweder «a imaginär oder 2,<_ a. 

29. Ist die zweite Nullfläche ein Paraboloid. also ohne Mittelpunkt. so 


ist die Gesammtmasse m =0 (9.),. wie sich auch mit Hülfe der zu 234 paral- 
lelen Berührungsebene des Paraboloides zeigen lässt. Nämlich diese Ebene 
halbirt den Abstand d der Ebene 234 und ihres Poles 1: und da in Bezur auf 


dieselbe das Trägheitsmoment der vier Massen Null sein soll. so folgt: 


oO > 


en A a SR 
m tm tm + m) = oder m tm; +m, +m, —V. 


Bei Berechnung der Grösse von m, kommt wesentlich das statische Maximal- 
40 * 
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moment M des Systemes (vergleichbar dem magnetischen Moment eines Magne- 

ten *)) in Betracht. Ist nämlich / die zwischen 1 und der Ebene 234 liegende 

Strecke eines Durchmessers des Paraboloides, so ist m, aus der Gleichung: 
m,.l—= M 


zu berechnen; dabei wird m, positiv oder negativ. je nachdem der Punkt 1 auf 




















der einen oder der anderen Seite des Paraboloides liegt. Ist die Masse m, 
gegeben, so liegt der Punkt 1 auf einem Paraboloide, welches mit der gegebenen 
sweiten Nullfläche durch eine zu den Durchmessern parallele Verschiebung um 
die Länge = zusammenfällt; dieses ergiebt sich aus der Gleichung m,.!—= M 
und einer schon vorhin angeführten Eigenschaft des Paraboloides. 

30. Den ganz speciellen Fall, in welchem das Massensystem keinen 
Schwerpunkt besitzt (14.), können wir auf den allgemeinen zurückführen, indem 
wir das System durch Hinzufügung eines beliebigen Massenpunktes verändern. 
Auf diese Art ergiebt sich, dass dieses besondere System hinsichtlich seiner 
Trägheitsmomente durch fünf Punkte mit der Gesammitmasse Null ersetz! werden 
kann: jeder derselben ist der Schwerpunkt der übrigen vier, von zweien kann 
die Lage. von einem zueleich die Masse willkürlich angenommen werden. Da 
in diesem Falle die zweite Nullfläche sich auf eine unendlich ferne Curve 
zweiter Classe redueirt (15.). so können wir das System auch durch drei un- 
endlich ferne Punkte ersetzen, deren Massen aber unendlich klein von der 
zweiten Ordnung. werden. Diese drei Punkte bilden ein Poldreieck der un- 
endlich fernen Curve, und auf sie reduciren sich die vorhin genannten fünf 
Massen. wenn zwei derselben zusammenfallen: denn letztere heben sich ge- 
senseitig auf. 

31. Wir dachten uns oben die Trägheitsmomente des Massensystemes 
m durch eine beliebige ganze homogene Function zweiten Grades der Ebenen- 
coordinaten «, 9. y. p gegeben. und haben das Resultat gewonnen, dass sich 
zu denselben immer ein Massensystem von vier oder weniger Punkten con- 
struiren lässt, welches diese gegebenen Trägheitsmomente besitzt. Sind x,, y,, 2, 
die Coordinaten des Massenpunktes m,, so lassen sich also diese Trägheits- 


momente auch darstellen durch die viergliedrige Summe: 


y ) . 2 
< e ex, +Py ty&3—-Pp)- m; 
I 40, 


*) Vergl. Gauss, Intensitas vis magneticae terrestris ad mensuram absolutam re- 
vocata. 
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d.h.: Jede ganze homogene Function zweiten Grades der vier Ehenenecoordinaten 


o,f,y,p lässt sich auf unendlich viele Arten als Summe von rier 
reellen Quadraten darstellen. Setzen wir diese Quadrate einzeln qleich 
Null, so erhalten wir die Gleichungen con vier Punkten, welche ein be- 
liebiges Poltetraeder der Nullfläche jener Function bilden. 
Aus der gegenseitigen Lage eines solchen Quadrupels harmonischer Punkte 
ergiebt sich ferner auf Grund der Bemerkungen von (28., und (29, 

Die vier Quadrate haben nur dann gleiche Vorzeichen, wenn die 
Nullfläche der gegebenen Function imaginär ist; im andern Falle haben 
ein oder zwei Quadrate das entgegengesetzte Vorzeichen der übrigen drei 
resp. zwei, je nachdem die Nullfläche keine oder unendlich viele Gerade 
enthält. Wenn sich die Nullfläche auf eine Curce zweiter (lasse oder 
auch auf zwei Punkte reducirt, so fallen ein resp. zwei con den vier 
Quadraten weg. Nur in dem einzigen Falle, wenn die Nullflache in 
eine unendlich ferne Curve ausarlet, reichen wir mit vier endlichen Qua- 
draten nicht aus, wohl aber mit fünf. | 

Ich glaubte jenen längst bekannten Satz von der Zerlegung einer quaternären 
quadratischen Form in vier Quadrate hier nicht unterdrücken zu sollen. weil 
er sich durch unsere Betrachtungen auf eine sehr einfache und anschauliche 


Art ergiebt. 


8.6. Massensysteme, deren »' Nullfläche sich auf eine ebene Uurve oder 


insbesondere auf n Punkte einer Geraden redueirt. 


32. Die »* Nulllläche redueirt sich auf eine ebene Curve n‘“ (lasse. 
wenn das Massensystem ganz in der Ebene dieser Curve enthalten ist, all- 
semeiner aber, wenn es sich von einem ebenen Massensystem unterscheidet um 
ein, hinsichtlich der »‘°" Momente indifferentes System. Der Betrachtung dieser 
besonderen Systeme schicke ich einen Satz über die Flächen »“* Classe vor- 
aus. Wir wissen, dass die »—1'° Polare einer festen Ebene E, e,. 9... 71“ Pı 
in Bezug auf eine solche Fläche F allemal eine Fläche erster (lasse ist 
(vgl. 23). sich also auf einen Punkt redueirt; auch darf ich als bekannt vor- 
aussetzen, dass dieser Punkt nur dann auf der Ebene E, liegt. wenn E, eine 


Berührungsebene der Fläche F »‘“ Classe ist, und zwar fällt er alsdann mit 


dem Berührungspunkte zusammen. Ich behaupte nun: 
Sind F=0, G=0 und F+G=0 die Gleichungen der XNullflächen 


von drei homogenen Functionen n‘“" Grades der Ebenencoordinaten «, >. 
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Y, p. von denen die dritte gleich der Summe der beiden ersten ist, so 

liegen die n—T'”" Polaren jeder beliebigen Ebene hinsichtlich dieser drei 

Nullflächen allemal in einer Geraden. 
Es seien nämlich: 

aF, +PRF,+ yF,—pF, (0 
und 
eG, + BG, 4 yG,—pG, — 0 
die Gleichungen dieser an —1'® Polaren in Bezug auf die Flächen F= 0 und 
G=0, so folgt aus dem Bildungsgesetz dieser Gleichungen (mittelst Diffe- 
rentiation von F und @ (23.)), dass wir für die »—1'° Polare bezüglich der 
dritten Nullfläche die Gleichung erhalten müssen: 
a(F+@)+P(R+@)+yY(B+4G,)—p(F,+G,) = 0. 
Wenn also die Coordinaten «, /, z, p einer Ebene den Gleichungen von zwei 
dieser »—1'°" Polaren genügen. so befriedigen sie auch die dritte Gleichung. 
woraus der Satz ohne Weiteres folgt. 
33. Wenn die »‘° Nulllläche eines Massensystemes sich auf eine ebene 

Curve n*er ÖClasse reducirt. so fällt die »—1'° Polare jeder Berührungsebene 
dieser Curve mit dem Berührungspunkte zusammen (32.). Die erste Polare 
der Curvenebene wird folglich (22., Schluss) von jeder Berührungsebene der 
Curve berührt, kann also nicht von der »— I!en ÖGlasse sein, weil durch eine 
beliebige Gerade nicht bloss »—1. sondern » solche Berührungsebenen gelegt 
werden können. Wir haben deshalb den in (22.) vorgesehenen Ausnahmefall 
vor uns. und jede Ebene des Raumes kann als Berührungsebene der ersten 
Polare unserer Curvenebene betrachtet werden. Daraus aber folgt wiederum 
22.). dass die „— 1° Polare jeder beliebigen Ebene des Raumes in der 
Curvenebene liegen muss. Ich gründe hierauf den Beweis des Satzes: Ver- 
grössern wir das Massensystem durch ein in der Ebene seiner n’ Nullfläche 
liegendes System, so reducirt sich nach wie vor die n'“ Nullfläche auf eine in 
jener Ebene liegende Curve n’” Classe. Da nämlich die »—1'" Polaren jeder 
Ebene des Raumes in Bezug auf die »‘° Nullflächen der beiden zu summiren- 
den Systeme in der Curvenebene liegen. so befinden sich (32.) in dieser Ebene 
auch die »„—1'" Polaren aller Ebenen in Bezug auf die »!* Nullfläche ihrer 
Summe, und kein Punkt der letzteren Nullfläche kann demnach ausserhalb der 
Curvenebene liegen 

34. Jede Fläche »— 1!“ Classe kann in Bezug auf eine Curve »'“ 
33.). also auch 


Classe als erste Polare der Curvenebene betrachtet werden 
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jede Fläche » —i'" CGlasse als ©! Polare derselben Ebene. Wir könnten 
dieses Resultat zum Ausgangspunkte wählen für den Beweis des folgenden 
Satzes, den ich jedoch hier als bekannt voraussetzen darf: Die » -i" Polare 
einer beliebigen Ebene in Bezug auf eine Curve n Classe ist eine Curve i” 
Classe. Dieselbe ändert sich nicht, wenn die Ebene sich um ihre Schniltlinie 
mit der Curvenebene dreht: sie kann auch als n—i" Polare dieser Schnitl- 
linie aufgefasst werden und liegt mit der Curve n Classe in einer Kbene. 
Nehmen wir an, die Curve nt‘ Classe liege in zwei Ebenen zugleich. so 
ergiebt sich hieraus: Wenn die Curve n’” COlasse sich auf n Punkte einer 
Geraden redueirt, so besteht die n—i" Polare einer beliebigen Ebene in Be- 
zug auf diese Curve aus i Punkten derselben Geraden. Diese i Punkte andern 
ihre Lage nicht, wenn die Ebene um ihren Schnittpunkt mit der Geraden sich 
dreht; sie können auch als n—i" Polare dieses Schnittpunktes in Bezug auf 
die Curve aufgefasst werden. 

39. Wir fanden oben (17.) das »'* Moment eines Massensyslemes in 
Bezug auf eine Ebene E gleich dem Producte aus der Gesammtmasse in die 
Abstände der Ebene von den » zu ihr parallelen Berührungsebenen der n' 
Nulllläche. Daraus folgt: Wenn sich die n’“ Nullfläche eines Massensystemes 
auf eine ebene Curve redueirt, so verhalten sich seine n" Momente in Bezug 
auf zwei Ebenen E und E,, welche die Curvenebene in einer Geraden g unter 
den Winkeln p und y, schneiden, zu einander wie (sing)" zu (singy,)‘. Denn 
alsdann gehen die parallelen Berührungsebenen durch die zu y parallelen 
Tangenten der Nulleurve: und die Abstände einer solchen Tangente von g, 
E und E, verhalten sich zu einander wie 1:singp:sing,. Dieser Beweis 
gilt freilich zunächst nur für den Fall, dass die Gesammtmasse von Null ver- 
schieden ist; den anderen besonderen Fall aber führen wir auf diesen zurück, 
indem wir das Massensystem vergrössern um ein anderes, in der Curvenebene 
liegendes, welches wir hernach wieder wegnehmen (33.). Für jede durch y 
selegte Ebene können wir also sofort das »'* Moment berechnen, wenn wir es 
kennen für eine zur Curvenebene normale Ebene der Geraden g. Das Moment 
für diese Normalebene nenne ich der Kürze wegen das x" Moment des Jlassen- 
systemes in Bezug auf die Gerade gy. 

36. Wenn sich die n’” Nullfläche eines Massensystemes auf n Punkte 
einer Geraden redueirt, so verhalten sich seine n'" Momente in Bezug auf 


zwei Ebenen, welche die Gerade in einem Punkte P unter den Winkeln y 


und , schneiden, wie (sinp)‘ zu (sing,)’. Nehmen wir eine der Ebenen 
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senkrecht zur Geraden an, verbinden sodann die Schnittlinie beider Ebenen 
durch eine dritte Ebene mit den » Punkten, und betrachten endlich diese Punkte 
als eine in dieser dritten Ebene liegende Curve »‘“ Classe, so ist unser Satz 
auf den vorhergehenden (35.) zurückgeführt. Für jede durch P_ gehende 
Ebene können wir leicht das »'° Moment berechnen, wenn es für jene zu der 
Nullgeraden senkrechte Ebene bekannt ist. Das letztere Moment will ich das 
»“ Moment des Massensystemes in Bezug auf den Schnittpunkt P nennen. 

37. Wenn die »‘“ Nullfläche eines Massensystemes sich auf eine ebene 


'” Moment in Bezug auf eine 


Curve reduecirt, so verstehe ich unter seinem » 
(Gruppe von n Geraden der Curvenebene dasjenige in Bezug auf » Ebenen, 
welche in den Geraden zur Curvenebene senkrecht stehen. Liegt die »!* Null- 
fläche in einer Geraden, so rede ich in ähnlichem Sinne vom »t°r Moment des 
Svsiemes in Bezug auf » Punkte dieser Geraden. Diese » Punkte oder jene 
» Gerade können auch Iheilweise oder alle zusammenfallen. Wenn die n“" 
Momente von zwei derartigen Massensystemen in Bezug auf n Gerade (oder 
Punkte), von denen nur eine (einer) l in der Ebene (resp. Geraden) ihrer beiden 
Nullflächen beweglich ist, gleiche Werthe haben für drei (resp. zwei) von ein- 
ander unabhängige Lagen von I, so sind sie auch gleichwerthig für jede andere 
Lage von I. Denn verbinden wir diese drei oder zwei Lagen von / mit einem 
beliebigen Punkte resp. einer Axe des Raumes durch Ebenen, so sind (25.) 
die »'°® Momente der Massensysteme für jede Ebene dieses Punktes oder dieser 


Axe gleichwerthig, woraus (35. und 36.) der Satz folgt. 


$.7. Momente Jritten Grades. 


38. Wir haben jetzt alle Hülfsmittel an der Hand, um zu beweisen, 
dass ein Massensystem hinsichtlich seiner »!°® Momente durch eine begrenzte 
Anzahl von Massenpunkten ersetzt werden kann, auch wenn diese Momente 
nicht durch die Massenvertheilung, sondern durch irgend eine ganze homogene 
Function »'“" Grades von «, P, y, p gegeben sind. Doch halte ich es für 
zweckmässig, den allgemeinen Fall zunächst durch das Beispiel »=3 zu er- 
läutern. Ich behaupte: Ein Massensystem m kann hinsichtlich seiner dritten 
Momente auf unendlich viele Arten durch zehn Massenpunkte ersetzt werden. 
Sechs derselben liegen in einer willkürlich angenommenen Ebene E: die übrigen 
vier bilden ein ganz beliebiges, ausserhalb E gelegenes Poltetraeder der ersten 


Polare von E in Bezug auf die dritte Nullfläche des Systemes. Von den sechs 








Reye, Trägheits- und höhere Momente eines Massensystemes. 317 


Massenpunkten der Ebene E liegen drei auf einer willkürlichen Geraden y von 
E; die übrigen drei liegen ausserhalb g und bilden ein ganz beliebiges Pol- 
dreieck einer bestimmten Curve zweiter Classe, welche durch y und die ersten 
vier Punkte bestimmt ist. Von den drei Punkten der Geraden y können end- 
lich zwei willkürlich angenommen werden: sie bestimmen den dritten. 
39. Sei F’* die ganze homogene Function dritten Grades von «, P, 
y, p, durch welche das dritte Moment des Massensystemes m nicht nur für 
jede einzelne Ebene, sondern auch (23.) für jede Gruppe von drei Ebenen 
gegeben ist. Sei E eine Ebene einer solchen Gruppe und fest angenommen, 
'ährend die übrigen beiden beweglich bleiben; dann kann das dritte Moment 
bezüglich dieser Gruppe auch aufgefasst werden als zweites Moment eines 
neuen Massensystemes in Bezug auf das bewegliche Ebenenpaar (22.). Die 
zweite Nullfläche dieses neuen Massensysiemes lällt zusammen mit der ersten 
Polare der Ebene E in Bezug auf die dritte Nulllläche FF=0 des gegebenen. 
Jenes neue System kann hinsichtlich seiner Trägheitsmomente durch vier Massen- 
punkte ersetzt werden, welche ein Poltetraeder I, 2, 3, 4 seiner zweiten 
Nullfläche bilden. Wir bestimmen vier solche Punkte, dividiren die ihnen bei- 
zulegenden Massen durch ihre respecliven Abstände von der festen Ebene E 
und bezeichnen die Quotienten mit m,. m,. m,. m,. Denken wir uns dann in 
den Eckpunkten des Poltetraeders 1. 2, 3, 4 die respecliven Massen m,. m,. my. m, 
concenlrirt, so haben (22.) diese vier Massenpunkte für jede Gruppe von drei 
Ebenen, welcher E angehört, dasselbe dritte Moment wie das Massensvstem m. 
Wir dürfen übrigens keinen der Punkte 1, 2. 3. 4 in der Ebene E annehmen. 
damit nicht die ihm beizulegende Masse unendlich wird. Die Masse »», können 
wir auch direct berechnen, indem wir ihr drittes Moment in Bezug auf die 
drei Ebenen E, 234 und E’, von denen E’ ganz beliebig ist. gleich demjenigen 
von m in Bezug auf dieselbe Ebenengruppe machen; und ebenso ergeben sich 
m». M,, m, unmittelbar. 
40. Vermindern wir das Massensystem m um die vier Massenpunkte 
Mı» My. My, Mm,. So erhalten wir ein System m, dessen driltes Moment in 
Bezug auf jede, die £ enthaltende Gruppe von drei Ebenen Null ist. Die 
zweite Polare jeder Ebene in Bezug auf die dritte Nulllläche von m’ redueirt 
sich deshalb (22.) auf einen in E liegenden Punkt, und diese Nulllläche selbst 
muss sich folglich (33.) auf eine in E liegende Curve dritter Classe redueiren. 
Das dritte Moment vom m’ können wir für jede Gruppe von drei Geraden 
der Ebene E als gegeben ansehen: denn für alle Ebenengruppen des Raumes 
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sind die dritten Momente derjenigen beiden Massensysteme m und (m, , m,. m;. m,) 
bekannt, deren Differenz m’ ist. Nehmen wir von drei solchen Geraden die 
eine g fest in E an, so kann das dritte Moment von m’ bezüglich dieser Gruppe 
auch als zweites Moment eines neuen Massensystemes in Bezug auf die übrigen 
beiden beweglichen Geraden aufgefasst werden. Die zweite Nulllläche dieses 
neuen Sysiemes ist die in E liegende erste Polare von g hinsichtlich der 
dritten Nulllläche von m’. Wir können also (27.) in den Eckpunkten 5. 6, 7 
eines Poldreieckes dieser Polare drei Massen m;. m,., m, von solcher Grösse 
annehmen, dass deren drittes Moment für jede, die y enthaltende Gruppe von 
drei Geraden gleich demjenigen von m’ wird. Wir bestimmen z. B. m, der 
Grösse nach, indem wir von den beiden beweglichen Geraden der Gruppe die 
eine mit 67 zusammenlallen lassen, die andere beliebig in E annehmen, und 
sodann das dritte Moment von m; gleich demjenigen von m machen. 

41. Vermindern wir jetzt das System m’ um die drei Massenpunkte 
Ms, Mo» M-. So erhalten wir ein Massensystem m”, dessen drittes Moment für 
jede Gruppe von drei Ebenen, von denen eine durch die Gerade g geht. ver- 
schwindet. Die zweite Polare jeder beliebigen Ebene bezüglich der dritten 
Nullfläche von m” liegt folglich in jeder durch g gehenden Ebene, also auch 
in g selbst: diese Nulllläche redueirt sich auf drei in g liegende Punkte. Das 
dritte Moment von m’ können wir für jede Gruppe von drei Punkten der 
Geraden g als bekannt ansehen (vgl. 40.):; halten wir einen dieser Punkte, P, 
lest. so können wir dieses dritte Moment als Trägheitsmoment eines neuen 
Massensystemes in Bezug auf die übrigen beiden beweglichen Punkte betrachten. 
Die zweite Nullfläche dieses neuen Systemes redueirt sich auf zwei Punkte 
von g. und fällt zusammen mit der ersten Polare einer beliebig durch P ge- 
legten Ebene hinsichtlich der dritten Nullfläche von m”. Seien 8 und 9 zwei 
Punkte von g. welche einander conjugirt sind bezüglich jener zweipunktigen 
Nullfläche, so können wir denselben zwei solche Massen m, und m, beilegen, 
dass deren drittes Moment für jede den Punkt P enthaltende Gruppe von drei 
Punkten der g denselben Werth erhält. wie dasjenige von m" für dieselbe 
Gruppe. Die Masse m, z. B. bestimmen wir, indem wir von den beiden will- 
kürlichen Punkten der Gruppe einen mit 9 zusammenfallen lassen, den andern, 
(, beliebig annehmen; dann ist sowohl für die Gruppe P, 9, Q als auch 
für P, 9, 8 das dritte Moment des Systemes m” gleich demjenigen von ms, 
und diese Uebereinstimmung findet folglich (37.) auch für jede andere Punkten- 


gruppe P, 9, R der Geraden g statt. Bestimmen wir ebenso mu, so haben 
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die Massenpunkte m,;, m, für die beiden Punktengruppen P, 9. R und P, 8, 
R, und folglich (37.) für eine jede Punktengruppe P, 0, R von g, in welcher 
der feste Punkt P vorkommt, dasselbe dritte Moment wie das Massensvstem m’ 

42. Vermindern wir endlich wiederum das Massensvsiem m’ um die 
Massenpunkte m, und m,, so erhalten wir ein Massensystem m, dessen dritte 
Nulllläche sich auf den Punkt P redueirt; denn die zweite Polare jeder Ebene 
des Raumes hinsichtlich dieser Nullfläche fällt mit P zusammen. Die dritten 
Momente dieses Systemes m” in Bezug auf zwei beliebige Ebenen sind folg- 
lich den Cuben der Abstände dieser Ebenen vom Punkte P proportional (17.). 
sodass wir m’ hinsichtlich seiner dritten Momente ersetzen können durch eine 
in P concentrirte Masse m,,. Letztere kann auch zugleich mit m. und m, 
und auf dieselbe Art wie diese Massen berechnet werden. Die Differenz von m 
und ,, ist indifferent hinsichtlich ihrer dritten Momente. und folelich sind die 
zehn Massenpunkte m,. m;. ... m, dem Massensysteme m äquivalent. und 
unser Saiz 38.) ist bewiesen. 

43. Da wir uns die dritten Momente des Svstemes m durch irgend 
eine ganze homogene Function dritten Grades von «, 5, y, p gegeben dachten. 
so gewinnen wir zugleich den algebraischen Satz (vgl. 31.): 

Jede ganze homogene Function F’ dritten Grades der Ehbenen- 
coordinaten oe, 9, y, p lässt sich, wenn ihre Coefficienten reell sind, auf 
unzählige Arten als Summe von zehn reellen Cuben linearer homogener 
Functionen darstellen. Kinzeln gleich Null gesetzt repräsentiren diese 
linearen Functionen zehn Punkte, von denen drei in einer Geraden q und 
noch drei andere in einer durch g gehenden Ebene E liegen, die übrigen 
vier aber ein ganz beliebiges Poltetraeder der ersten Polare von E hin- 
sichtlich der Nulifläche jener Function F’ bilden. Die Ebene E und die 
in ihr liegende Gerade g sind ganz beliebig anzunehmen, sodann anch 
jenes Poltetraeder. Ion den drei in J liegenden Punkten können zırei, 
von den drei übrigen in E liegenden kann einer ganz beliebig. ein anderer 
sodann in einer gewissen Geraden willkürlich angenommen werden. Durch 
diese Annahmen sind aber alle zehn Punkte, sowie auch die Coefficienten 
jener zehn Cuben (als Massen der zehn Punkte) völlig bestimmt. 

44. Wir können den zehn Punkten noch besondere gerenseitige Lagen 
ertheilen. Nehmen wir z. B. ausser der Ebene E noch die Ebene 234 will- 


kürlich an, so können wir deren Schnittlinie mit E zur Geraden „9 wählen. 


Der Punkt 1 ist alsdann völlig bestimmt; denn er bildet mit 2, 3. 4 ein 


Be 
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Poltetraeder der ersten Polare von E bezüglich der dritten Nulllläche des 
Massensystemes und ebenso mit 5, 6, 7 ein beliebiges Poltetraeder der ersten 
Polare von 234 hinsichtlich derselben Nullfläche. Nun giebt es aber drei, 
wenn auch nicht immer reelle Strahlen des Punktes 1. welche einander con- 
jugirt sind in Bezug auf jede dieser beiden ersten Polaren. Wir wollen die 
Schnittpunkte dieser Strahlen mit den Ebenen E und 2534 als die Punkte 
5. 6. 7 und 2, 3. 4 annehmen. Wir können sodann in den Ebenen 156 
und 167 zwei von den drei auf g liegenden Massenpunkten annehmen; und 
sollte hierbei der Fall eintreten, dass der dritte auf g liegende Punkt in die 
Ebene 175 fiele (was sich wahrscheinlich durch passende Wahl der Ebenen 
E und 234 erreichen lässt). so würden die zehn Punkte sich als die Schnitt- 
punkte von fünf Ebenen darstellen. 

45. Ein Massensystem kann übrigens auch durch weniger als zehn 
Massenpunkte ersetzt werden hinsichtlich seiner dritten Momente. Bekanntlich 
siebt es im Raume unendlich viele Punkte, deren erste Polarllächen bezüglich 
einer Fläche dritter Ordnung Kegelflächen sind; dieselben liegen auf einer 
Fläche vierter Ordnung, der Ker»fläche der gegebenen. Ebenso giebt es un- 
endlich viele Ebenen. deren erste Polaren hinsichtlich der dritten Nullfläche 
eines Massensystemes ebene Curven sind. Wählt man eine dieser Ebenen 
für E, so redueirt sich das ausserhalb E liegende Massentetraeder auf ein 
Poldreieck der entsprechenden Curve zweiter Classe. Ebenso kann man die 
Gerade y so wählen, dass die drei in E, aber ausserhalb g liegenden Massen- 
punkte sich auf zwei redueiren; und von den drei Massenpunklen auf y können 
zwei so gewählt werden, dass der dritte die Masse Null erhält. Stalt der 
zehn Massenpunkte haben wir alsdann sieben, welche jedoch keineswegs immer 
reell ausfallen; denn schon die Ebenen. deren erste Polarflächen hinsichtlich 
der dritten Nulllläche ebene Curven sind. können alle imaginär werden. Ob 
aber nicht ein Massensystem hinsichtlich seiner dritten Momente immer durch 
sieben reelle Massenpunkte ersetzt werden kann, von ‘denen keine vier in 
einer Ebene liegen, bleibt eine offene. für die Theorie der Flächen dritter 
Classe nicht unwichtige Frage, die muthmasslich bejaht werden muss. Dieselbe 


ist gelöst, sobald man zu jeder Fläche dritter Classe sieben Punkte construiren 


kann. von denen je vier ein Poltetraeder der ersten Polare einer durch die 
übrigen drei gelegten Ebene bilden *). 


— 


*) Bekanntlich kann eine ganze homogene Function dritten Gerades von vier 
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8.8. Ganze homogene Funetionen x'" Grades mit reellen Üoefficienten. 


46. Kin Massensystem kann hinsichtlich seiner n“" Momente durch 
n.(n-1).(n-+-2) 


1.2.8 


Massenpunkte erselzt werden. und wenn seine nm" Nullfläche 


Nn.(N- 
1:2 


ebene; wenn aber jene Nullfläche in n Punkte einer Geraden ausarlel, so ge- 


sich auf eine ebene Curve redueirt, sogar durch Punkte der Curven- 


nügen schon n Massenpunkte in dieser Geraden, um es zu erselzen. Der Be- 
weis ist dem für » = 3 soeben geführten so analog, dass ich ihn kurz fassen 
darf. Ich nehme an, der Salz sei richtig für » =&@—-1; wenn ich auf diese 
Annahme gestützt zeigen kann, dass er auch für » = gelten muss. so ist er 
allgemein bewiesen. Beim Beweise wird sich herausstellen, dass von den 
Massenpunkten eine Anzahl ganz willkürlich, andere in gewissen Ebenen oder 
Geraden willkürlich angenommen werden können, wie bei den Fällen » — 2 
oder 3. Die x" Momente des Systemes seien auch hier nicht durch die 
Massenvertheilung, sondern durch irgend eine ganze homogene Function »'" 
Grades von «@, 9, y, p gegeben. Zuerst will ich den letzten Theil des 
Salzes beweisen. 

47%. Die ö* Nullfläche des Systemes redueire sich also auf ö Punkte einer 
Geraden g. Wir berechnen das ö'“ Moment für eine Gruppe von ö Punkten 
dieser Geraden; wird einer dieser Punkte, P, festgehalten. so kann dieses 
Moment auch als ö©—1!°s Moment eines neuen Systemes in Bezug auf die 
übrigen ©—1 Punkte aufgefasst werden. Nach meiner Annahme kann dieses 
neue Massensystem durch ©—1 Massenpunkte der Geraden y ersetzt werden. 
deren Massen dividirt durch ihre respecliven Abstände von P mit m,. m». 
M;. ... M;_, bezeichnet werden mögen. Damit diese Quotienten endlich bleiben. 
darf keiner der Massenpunkte mit P zusammenfallen. Subtrahiren wir nun 
vom alten Massensystem die in den @—1 Punkten concentrirten Massen m,. m». 
Min 2. Mi, BO erhalten wir ein System, dessen ö' Nullfläche sich auf den 
Punkt P redueirt; denn sein Ws Moment ist Null für jede Gruppe von i 
Punkten, welcher P angehört, und folglich redueirt sich die öi— 1‘ Polare 
jeder nicht durch P gehenden Ebene auf P. Dieses ganz specielle Massen- 


Variabeln, wie Herr Sylvester gefunden und Herr Clebsch (in diesem ‚Journal Bd. 59 
S. 193) zuerst bewiesen hat, im Allgemeinen auf eine einzige Art als Summe von 
E. \ . . . oO . 1 
fünf Guben dargestellt werden. Dieselben sind aber keineswegs immer reell. 
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system können wir hinsichtlich seiner ö'*" Momente durch eine in P concen- 
irirte Masse m, ersetzen (vgl. 42.). also auch das ursprünglich gegebene System 
durch die ; Massenpunkte m,. ms. ... m,. 

48. Von den / Massenpunkten dürfen keine zwei zusammenfallen, und 
jeder ist die ;—1'° Polare der übrigen hinsichtlich der '" Nulllläche. Daraus 
und aus /41.) ergiebt sich, dass die Lage von ö—1 derselben willkürlich auf 
der Geraden y angenommen werden darf, wodurch dann die Lage des lelzten 
völlie bestimmt ist. Die Masse m, eines beliebigen von ihnen ergiebt sich 
direel. wenn wir sein ö'° Moment für 7 Punkte, von denen einer beliebig auf 
q liegt. und die übrigen mit den anderen «—1 Massenpunkten zusammenfallen. 
oleich demjenigen des gegebenen Massensystemes machen. Also: Wenn wir 
auf der (Geraden g die Lagen von i—1 Massenpunkten willkürlich annehmen, so 
sind dadurch und durch die gegebenen i'" Momente ihre Massen, sowie die 


! 


Lage und Masse des i'" Punktes völlig bestimmt. 

49. Redueirt sich die ö'° Nullfläche des Massensystemes auf eine ebene 
Curve, so berechnen wir für eine Gruppe von ö Geraden der Gurvenebene E 
das ö'° Moment. Ist eine dieser Geraden, 4, fest, so können wir jenes ;'* Mo- 
ment auch als #— 1!°°s Moment eines neuen Massensystemes hinsichtlich der 
übrigen ö—1 Geraden auffassen. Letzteres ersetzen wir (was nach meiner 
Annahme möglich ist, da seine @—1'* Nullfläche als erste Polare von y sich 
i—1).i 
er 
welche wir sofort durch ihre Abstände von der festen Geraden g dividiren. 


ebenfalls auf eine in E liegende Curve reducirt) durch Massenpunkte. 





Die Quotienten betrachten wir als Massen. welche in den nämlichen — —— 


Punkten concentrirt sind, und subtrahiren sie von dem gegebenen Massensystem. 
Die i'® Nulllläche der Differenz redueirt sich dann auf die Gerade g, weil ihr 
is Moment für jede Gruppe von ö Ebenen, von denen eine durch g geht, 
Null wird. und folglich g die i—1'° Polare jeder nicht durch g gehenden Ebene 
hinsichtlich jener z'® Nullfläche enthalten muss. Diese «Differenz kann also 


hinsichtlich ihrer ö'" Momente durch © Massenpunkte ersetzt werden (47.). und 





.p ’ a i—1).: 
folglich das gegebene Massensystem, wie behauptet wurde. durch i— 2 


t.(i+1) . . 
oder - 5 ' Massenpunkte der Curvenebene E. 


50. Eine leichte Ueberlegung ergiebt (vgl. 48.). dass ö# von diesen 


Punkten auf einer willkürlich in E angenommenen Geraden g liegen. 








.. 
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i—1 andere auf einer zweiten wilikürlichen Geraden von E. wieder öi—2 
andere auf einer drilten u. s. w. Wir können also in der Ebene der st 
Nulllläche —1 Gerade willkürlich annehmen. von denen die erste i. die zweite 
h Un & Gi | 
i 1, überhaupt die %k® 7— 4-1 von den = Massenpunkten enthalten soll. 


Dadurch ist der lelzte Massenpunkt der Lage und Masse nach völlige bestimmt: 
er ist die <—1'* gemischte Polare der ©—1 Geraden hinsichtlich der ;"" Null- 
läche. Auf jeder Geraden kann man dann noch alle auf ihr liegenden Massen- 
punkte bis auf einen der Lage nach willkürlich annehmen, wenn nur keine 
zwei zusammenfallen; ihre Massen. sowie Lage und Masse der noch übrig 


ı.(ı +1 


bleibenden Punkte sind dadurch völlie bestimmt. Man kann z. B. die , 


. 


Punkte so legen, dass sie bis auf einen noch über ein zweiles Svsiem von 
i—1 Geraden in der soeben ansegebenen Weise sich vertheilen: nur sind 
diese anderen i—1 Geraden nicht mehr sanz willkürlich. wie die ersteren 
es waren. 

91. Den ersten Theil des Satzes (46.) beweisen wir auf ähnliche Art, 
Wir nehmen eine Ebene E willkürlich an und bestimmen ein System von 
G—1).i.Ci+1) 


xx @ ausserhalb E gelegenen Massenpunkten so, dass ihr 7‘ Moment 
Par ER | 


für jede die E enthaltende Gruppe von ö Ebenen gleich demjenigen des ge- 
gebenen Massensvstemes wird (was nach den gemachten Annahmen möglich 
ist). Subtrahiren wir vom letzteren Systeme diese sämmtlichen Massenpunkte., 
so erhalten wir ein neues System. dessen ö'* Nulllläche sich auf eine in E 


liegende Curve redueirt. welches also hinsichtlich der z'" Momente durch 


i. +1). i | 2% 
| in E enthaltene Massenpunkle ersetzt werden kann (49.). Folglich ist 
) .(1 —1).1.(-1 
das gegebene System aequivalent einem Systeme von u u x 
5 .% er 


ie a Na 
i.(i+ 1).Ci +2) 








a 5 = Massenpunkten, und der aufgestellte Satz 46., ist seiner 
sanzen Ausdehnung nach bewiesen. 

k i.G-+1).G +2 \ ab 

92. Von diesen ae E cı Hemmung Massenpunkten können wir eine An- 


zahl der Lage nach willkürlich annehmen. nur dürfen keine zwei derselben 


zusammenfallen. Wir können zunächst beliebige <—1 Ebenen wählen. von 





it. +1) i—1).t 
denen die erste . 5, die zweite — .— und allgemein die 4“: 


G—k+1).G—k+2 
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von jenen Massenpunkten enthalten soll. Dadurch ist der letzte Massenpunkt 
der Lage und Masse nach völlig bestimmt; auf ihn redueirt sich die «—1!° 
gemischte Polare jener ö—1 Ebenen in Bezug auf die ö* Nulllläche des gegebenen 
Massensystemes. In der 4° Ebene können sodann ö— %k Gerade willkürlich an- 
genommen werden, von denen die erste —4+1, die zweile ö—k und allgemein 
die /'° ö—k—/4+2 von jenen Massenpunkten enthalten soll. Auf jeder solchen 
(reraden können wir endlich alle auf ihr befindlichen Massenpunkte bis auf einen 
einzigen willkürlich festlegen: ihre Massen, sowie die Lagen und Massen der 


oeoebenen it Momente 


übrigen Massenpunkte sind dadurch und durch die geg 


völlie bestimmt. 


{ 


93. Das »!° Moment eines Systiemes von Massenpunkten in Bezug 

auf eine Ebene (oe, /9,y,p) lässt sich ausdrücken durch: 

= (eu +PytYz—p)".mi; 
wenn m, und z;,, %,,. 2, Masse und Coordinaten eines beliebigen jener Punkte 
bezeichnen, und die Summe über alle vorhandenen Massenpunkte ausgedehnt 
wird. Jedes Glied dieser Summe ist also das Produkt aus einem Coefficienten 
m, in die »'° Potenz einer linearen homogenen Function von ae, 5, y, p. Da- 
raus und aus (46.) folgt der algebraische Satz: 
Jede ganze homogene Function n“” Grades von vier Variabeln und 
mit reellen Coefficienten lässt sich auf unzählige Arten als Summe von 
gu 


n.(n- * .(n- “ 


71537 reellen n’“' Potenzen linearer homogener Functionen der- 
w) 
selben Variabeln darstellen: und zwar kann von diesen linearen Functionen 
eine Anzahl ganz willkürlich bis auf einen constanten Factor angenommen 
werden. Jede solche Function von drei oder zwei Variabeln lässt sich 
ebenso als Summe von —-— resp. n reellen n‘“" Potenzen linearer 
homogener Functionen darstellen. 
Der erste Theil des Satzes ist bewiesen für die Ebenencoordinaten «, 
P, y. p. zwischen denen aber die Bedingung besteht: 
a - g r y I. 
Diese Bedingung können wir beseitigen, indem wir statt @, 9, y, p neue 


Variable @,. >» Yı, Pı einführen mittelst der Gleichungen: 


- 


& 7) Y ) ' 
u Er 5 P; ei 
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denn sie geht alsdann über in die Gleichung: 
a+ßıtyı =, 
welche gar nichts über die neuen Variabeln aussagt, weil d ganz willkürlich 
ist. Die Gleichung zwischen der Funclion »*"® Grades und den »*“ Polenzen 
ändert sich zugleich nur insofern, als «,, 5,, y, und p, an die Stelle von o, 
P, 7, p treten. Der letzte Theil des Satzes entspricht dem Falle, in welchem 
die Nullläche einer ganzen homogenen Function der Ebeneneoordinaten sich 
auf eine ebene Curve oder auf » Punkte einer Geraden redueirt. Wir wählen 
die Curvenebene zur zz Ebene oder die Gerade zur z-Axe und setzen dann 
y resp. 5 und 7 Null, wodurch die Function in eine beliebige ganze homogene 
Function gleichen Grades von den Variabeln «, 5, p resp. @, p übergeht. 
Die Bedingungsgleichungen : 
"+41 me del 
beseitigen wir wieder wie oben durch Einführung neuer Variabeln. 
>4. Wird unsere Beweisführung ihres mechanisch-geometrischen Ge- 
wandes entkleidet, so können wir sie auch auf Funclionen von mehr als vier 
Variabeln anwenden, und erhalten allgemein den Satz: 
Jede ganze homogene Function n'" Grades von k Variabeln und mit 
reellen Coefficienten lässt sich auf unzählige Arten als Summe von 
n.(n+1).(n-+2)...(n--k—2) u 


SE =; \ r : So , a reellen n Potenzen linearer homogener 
Ze ee F L 


Functionen derselben Variabeln darstellen. 

Aus (45.) ist ersichtlich, dass sich die Anzahl dieser »' Polenzen durch 
zweckmässige Wahl der linearen Funetionen, soweit die letzteren willkürlich 
sind. im Allgemeinen verkleinern lässt. Diese Verkleinerung ist um so eher 
möglich, wenn auch lineare Functionen mit complexen Coeffieienten zugelassen 
werden (vgl. 45, Anmerkung). Doch dürfte bei manchen Untersuchungen 
gerade die Willkürlichkeit einer Anzahl dieser Functionen von Vortheil sein. 
Zum Schluss möge noch der folgende Satz hier Platz finden. dessen Beweis 
in demjenigen von (46.) enthalten ist: 


Man kann auf unendlich viele Arten ein Massensystem so bestimmen, 
dass sein n’““ Moment: 


fiex + Py-+Yyz2—p)" dm 


in Bezug auf eine Ebene (eo, P,y,p) einer willkürlich gegebenen, ganzen 


homogenen Function n”" Grades der Ebenencoordinaten «, 3, y, p gleich 
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wird. Die Gleichung: 


Ner+By+rz — p)"dm = OÖ 


kann demnach als diejenige einer ganz beliebigen Fläche n'“ Classe be- 


trachtet werden. 
Durch diese Auffassung der Flächen »t° Classe als nt“ Nullflächen von 
Massensystemen wird, wie wir gesehen haben, die Polarentheorie dieser Flächen 
sehr einfach und anschaulich. 


Zürich. den 12. Januar 1870. 
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Einige allgemeine Sätze über ebene Curven und 
über Klächen mit Anwendungen auf Curven 
und Klächen zweiter und dritter Ordnung. 


(Von Herrn Joerres in Ahrweiler). 





Il. Sätze über ebene ÜUurven. 


1. een man sich die ebene Curve P/,;, entstanden denken durch 
zwei projeclivische Büschel (A,B,C,...) und (A,B,C,...), so kann man sich 
dieselbe auch entstanden denken durch zwei andere projectivische Büschel, 
von denen der eine die Curven A, und A,, und der andere die Curven B, 
und B, als die jenen bezüglich entsprechenden enthält.“ Dabei zeigt, wie 
überall auch im Folgenden, der einem Symbol angehängte Index die Ordnung 
der betreffenden Curve — und weiter unten auch der betreffenden Fläche — 
an. Ist C,=A,+oB,=0 die Gleichung der Curve C,, und 0, = A,+PB,=0 
die Gleichung der Curve C,, so ist 5A, B,=«A,B, die Gleichung der Curve 
P,,. Ist A, =A,+yA,=0 die Gleichung einer beliebigen Curve des Büschels 
(A,, A,), und B), =B,+0dB,=0 die Gleichung der entsprechenden Curve 
des Büschels (B,, B,),. so folgt hieraus als Gleichung für die von diesen 
Büscheln erzeugte Curve: 0OA,B,=yA,B,. Diese Gleichung wird identisch 
mit der Gleichung von P;,,, wenn wir @«:9=y:0d setzen. 

2. Unter der Bedingung @&:% =y:0 kann also P,, entstehen sowohl 
aus den projectivischen Büscheln 


(A, B.C,.. Re: und (A, B' gr 7 .) 


als auch aus den projectivischen Büscheln: (A,A,A,...) und (B,B,B, ...). 
Für die Curven dieser Büschel gilt nun der Satz: „Die dreimal »' 

Punkte (A,B,). (C,B,). (C,A,) liegen auf derselben Curve $,*. Die Glei- 

chungen von C, und B, waren nämlich bezüglich: A,+«B,=0. B,-JB,=0; 


diese Curven schneiden sich daher auch auf einer Curve S,, deren Gleichung 


A,—edB, ist. Ebenso schneiden sich C, und A,, deren Gleichungen bezüg- 

lich: A,+PB,=0, A,+yA,=0 waren, auf einer Curve, deren Gleichung: 

A,„—-PyB,=0 ist. Da aber aus 2:9 =y:0 auch «ad = fy folgt, so ist die 
42 * 
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letztere Curve wiederum die Curve S,. Auf dieser schneiden endlich auch die 
Curven A, und B, einander, wie aus der Gleichung A,—adB,—=0 sofort 
hervorgeht. 

Ebenso liegen auch die dreimal x° Schnittpunkte (A,B,),. (C,A}). 
(C,B,) auf derselben Curve x»! Ordnung, deren Gleichung eB,—=yA), oder 
PB, = 0A, ist. 

3. Schreibt man die ersteren 3 Paare von Curven, deren Schnittpunkte 
auf S, liegen, in der Reihenfolge A,C,C,B,B,A,, so ist ersichtlich, dass jede 
zwei auf einander folgende Curven sich auf P,, schneiden; dieses gilt auch 
von den Curven A, und A,. Jene sechs Curven bilden demnach eine ge- 
schlossene Kette, deren gegenüberliegende Glieder einander auf S,, und deren 
auf einander folgende Glieder einander auf P,, schneiden. Diese Bemerkung 
führt uns zu den Sälzen der drei folgenden Nummern. 

4. „Liegen die dreimal »° Schnittpunkte je zweier gegenüberliegender 
Curven der geschlossenen Kette: A,C,C,B,B, A, auf einer Curve $ 
liegen die 6mal x» Schnittpunkte je zweier auf einander folgender Curven 
der Kette auf einer Curve P,,.“ — Weil nämlich die Punkte (A,B,) auf S, 
liegen, so hat die Gleichung von S, die Form: A,„—/B,=0; da nun aber 
auch (C,B,) und (C,A,) auf S, liegen, so haben die Gleichungen für B, und 
A, bezüglich die Formen: 0,—u(A,—4B,)=0, und. C,—v(A,—4B,) =. 
Bestehen aber gleichzeitig irgend zwei auf einander folgende, oder auch die 
letzte und erste der 6 Gleichungen: 


A,„=0, C,=0, C,=0, B,=0, 0,—u(A,—\B,)=0, C,—v(A,—4B,) =0, 


n» Ss0 


” ” . 4 . ! 1 % Y - ! ® 
so wird immer auch die Gleichung: A,B,+ — (6.4 WwB,)(C,— uA,) befrie- 
‚UV 


digt; diese Gleichung ist vom Grade 2, mithin ist der Satz bewiesen. 


Der letzten Gleichung können wir auch noch folgende Formen geben: 





Y I 'n y! „C, - / ‚B,C, A.C.) A, .B, 
0,0, +WB.C- Al, 0; Schr: SER IH. I) 
A.C.(C,— u[A»— AB, ]) — AB, C,CC} — v[A. — AB, ]) 

PR VEDBER.. #[Aun—4B,]) 5 Cn(Cn—v[An—ABu]) _ 0, 


. 1, C, B, wer AB, A, Er 
oder endlich: —: . —(), 


Liegen die Schnittpunkte (A,B,), (C,B,), (C,A,) auf einer Curve $,, 
so lassen sich jene 6 Curven auf vierfache Weise zu einer Kette zusammen- 
stellen. so dass jedesmal S, die Durchschnittspunkte der gegenüberliegenden 
Glieder enthält. Demnach erhält man auch 4 Curven P,,. Die 4 Ketten und 
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die Gleichungen der entsprechenden 4 Curven sind: 








A n C, B. — AB, A.C n ) (C, | Jv B,)( n uÄ,) 
A,C,C,B,B,A,, —— -—=0, oder: A,B, + ——— — = (), 
S y Eu 
3 1 J 2 ! A„A,B,- -AB,C, ‚C ! (C, g v RG, u, ) 
A, C, A, D, B, U, a Do er =.- 0, oder: A,„D. — nn - — I: 0. 
S, Auv 
Yy ‚gr AuC,0,— AB, A, B, (C\ -1-AvB), JuB 
A,B\ CB,C,A,, 4X BAD _ 9, oder: A AuB.) _ Q, 
5 Auv 
ROLE  ; (0, —vA,)(C, + Ruß), 
AB.AB.CC, . wen ee tr A * hit A ut. A Me sehn A 3 
> S, ’ y Juv 


Die Gleichung (I.) lehrt uns, dass die entsprechende Curve P;, 


„„ entstehen kann 
aus zwei projeclivischen Curvenbüscheln, von denen der eine die Curven A,, 
C 


-n» 


C,— uA,, und der 
B, enthält. 


andere die bezüglich entsprechenden Curven Ü,+4rb,, 


Ferner erhellt aus der Gleichung (I.), dass die « EERENETI 
5 P,, auch entstehen kann durch zwei projeclivische Curvenbüschel, von 
welchen der eine die Curven A,, C,+4rB,, A, =0,—r(A,—4B,) und der 


B, =0C,-u( A,—AB,) 


n 9 n 


andere die bezüglich entsprechenden Curven O,—uA,, B, 


enthält. Auf ähnliche Weise ergiebt sich, dass auch die andern Curven P,, 


durch projecetivische Büschel entstehen können. 
(II.), (III), (IV.) bestimmten Curven 
haben noch folgende merkwürdige Beziehungen zu einander. 


9. Die durch die Gleichungen (1.), 


Die Curven (].) 


und (11.) haben mit einander ausser den 2»° Schnittpunkten (A,C,) und (A,B,) 
noch 22° Schnittipunkte gemein, welche auch auf der Curve 0,+A, liegen. 


Die Curven (III.) und (IV.) haben mit einander ausser den 2° Schnittpunkten 
(A,B,) und (B,C,) noch 2»’ Schniltpunkte gemein, die auf jener selben Curve 
C,+A, liegen. (11l.) ausser den 2n’ en 
(A,„A,) und (B,C,) noch 2x’ Punkte gemein, die auch auf der Curve ©,+B, 
Die Curven (I1.) und (IV.) den 2» Schnittpunkten 
(A„C,) und (A, B,) noch 2»? Punkte gemein, die wiederum auf der Curve 
C,+B, liegen. Endlich haben die Curven (I.) und (IV.) ausser den 2’ 
Punkten (C,C,) und (B/ A,) noch 2»’ Punkte gemein, die auf der Curve 
A„+4B), liegen. Auf derselben Curve A,+4B, liegen auch die 2»° Punkte, 
welche die Curve (Il.) und (III.) ausser den Schnittpunkten (C,A,) und (C,B,) 


gemein haben. 


Ebenso haben (I.) und 


„Tr 


liegen. haben ausser 


Bemerken wir nun noch, 
der Form: A,„—4AB, =0, 
und B/=0,—u(A, 


nehmen kann, 


dass die Gleichung für S,, ausser 
v(A, > og /. B:) 
7 ee B, ZZ 0 


‚ von der Curve 


auch wegen der Gleichungen A, = 2 
—4B,) die Formen C,—A, =0 und 


so fällt in die 


an— 


Augen, dass die Curve ©, +A 
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S, oder 


ferner 


(H.) aus (1.) 
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B, von C, und B/ 
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C,— A, durch die Curven C, und A, harmonisch getrennt wird, dass 
von S, oder Ü,— 
und dass endlich die Curve A,-+4B; von S$, 
D, harmonisch getrennt werden. 


harmonisch getrennt wird, 
oder A,— AB, durch A 
ist noch zu erwähnen, 
abgeleitet werden kann durch Vertauschung von ©, 


dieselbe Weise kann man die Kette (IV.) aus (III.) ableiten. 


tauscht man in den Ketten 


und (II.) 


(1.) und (1I.) die Glieder ©, 
man die Ketten (lll.) und (IV.), und vertauscht man endlich in den Ketten (I.) 
die Glieder A, und B,, 

„Bilden die Curven A,C,C,B,B, A, eine geschlossene Kelte der 
Art, dass die Schnitltpunkte je zweier 


so erhält man die Kelten 


auf einander 


und B,, 


folgender Glieder 
Kette auf derselben Curve P;,, liegen, so liegen die 3»° Schnittpunkte je zweier 


einander gegenüberliegender Glieder auf derselben Curve S$, .“ 


n 
As u 
3n dar; 


Curven ist daher 


punkt zweier Glieder der Kette ist. 
Punkte noch die Punkte (A,C,), (0,C,), 
also im Ganzen 6»’+1 Punkte gemein. 


P; 


ausgeselzt, 


; 4 
rt Sp 


H, 


u 


so kann 
projectivischen Büscheln (A,, 
Die 1 RE) (A,, B„.H 


1,— aldB,H 
der Gleichung 


N) 


gemäss 


_ Kun su 


deren Schnittpunkte auf S, liegen, sind die Paare gegenüberliegender Glieder 


„Kann 


ET 
+PB,, H 


n—m 


stellen in 


n —_ m 


n—m ® 


Y I 
A,C 
An YUn 


ihrer Gesammtheit eine Curve 


ebenso stellen die Curven B,, A, 


man sich eine Curve P | 
BEE Büschel (A,B,C,.. 
sei — eine beliebige Curve der Ordnung »—m, 
kann man sich die Curve P 


B,.H,_., C..H, 
n—ım 3 A, = A,+Y 
sich die Curve P.. 7 


„) (0. AL) 


.) und (7 
n--m * 


u. 


AH, 


n—m /» 


identisch. 


n 


der Ordnung 
solche Curve von der Ordnung 
die Gleichung einer beliebigen Curve P;, 
B,—ıB,A,C,. 
P,, durch einen solchen Punkt von P;, geht, 


des Büschels jener zwei 
Man kann nun 4 so bestimmen, dass 
der nicht zugleich ein Schnilt- 


Dann hat en r ausser diesem 


B, A,), 


Mithin zerfällt ". . in die Eams 
„und eine Curve S,, auf welcher die Punkte (A,B 
müssen. 


(B, ( 


n )) 


Eye denken durch zwei 
und ist H,_, 
welche von der Ordnung 2x ist, 
standen denken durch die projectivischen Büschel (A,, B,, C,,... 
r = Aue B,, 
„H,_., und e: 
— Anl 
und (B,, B, 
(C,.H, AU ), (B! ‚C,) 


H 


m * 


liegen auf einer Curve 
Die Schnittpunkte (A,H,_,„) und (A, H,_,.) sind dabei 


von A, Die drei genannten Curvenpaare, 


dass die Kelte 
und A,: auf 
Ferner ver- 
so erhält 


(IV.) und (II.). 


Die Curven 


’„) liegen 


n—m, 
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DZ 
—— 


der Kette A,, C,, C,.H,_., B..H,_., Bi. A,; je zwei auf einander folgende 
Glieder dieser Kette schneiden sich auf der Curve P,,„.H,_.. Der Beweis 


für diesen und die folgenden Sätze über Curven ist in den Nummern 1.— 6. 
gegeben. 

8. „Bilden die Curven A,C,0,B,B,) A, eine geschlossene Kette der 
Art, dass die 6 Gruppen Schnitipunkte je zweier auf einander folgender 
Glieder, mit Ausnahme von »’— mn der Punkte (A,A,). auf derselben Curve 


P,,„ liegen, so liegen die genannten n’— mn Punkte sammt den Schnittpunkten 


je zweier einander gegenüberliegender Glieder der Kette, also im Ganzen 


n — mn-+ mn +n+mn = 2n’+mn Punkte auf derselben Curve $,.* — Für den 


jeweis füge man die durch die im Satze hervorgehobenen » —mn Punkte 
der Curve €, 


m 


jedenfalls gehende Curve H,_ und der Curve B, bei. 
edenlfalls gehende C bei 


9. „Bilden die Curven A 
Kette der Art, dass die Schnittpunkte je zweier gegenüberliegender Glieder 


C,, C„, B„.. B\, A. eine geschlossene 


ns 


nebst n’— mn der Punkte (A,A,) auf derselben Curve S, liegen, so liegen 
die Schnittpunkte je zweier auf einander folgender Glieder mit Ausnahme der 


senannten »’— mn Punkte auf derselben Curve P welche auch als das 


Erzeugniss zweier projectivischer Büschel von den Ordnungen » und m be- 
trachtet werden kann. Vertauscht man in der obigen Kette die Glieder (€, 


und B,, so erhält man eine neue Kette, welcher eine zweite Curve P,., ent- 


m 


spricht. Diese beiden Curven P,,, schneiden einander ausser in m» der Punkte 


(A,A,) und in den m’ Punkten (C,B,) noch in »’+mn Punkten, die auf 
einer Curve $S, liegen, welche von S, durch €, und B,' harmonisch getrennt 


wird.“ Fügt man jeder der Curven C,, B, noch die Curve H,_, bei. welche 


jedenfalls durch die im Satze hervorgehobenen »’— mn der Punkte (A,A, 
geht, so lässt sich der vorstehende Satz nach den Nummern 4. und 5. noch 
bedeutend erweitern. 

10. Anwendung der Sätze 1.—6. auf Curven zweiter Ordnung. Setzt 
man in den Nummern 1.—6. »=1, so hat man den Pascalschen Satz und 
dessen Umkehrung. Aus Nummer5. ergiebt sich aber noch folgende Erweiterung 
desselben: „Sind a, b, c, d, e, f in dieser Reihenfolge die Seiten eines 
Pascalschen Sechseckes — dessen gegenüberliegende Seiten sich auf derselben 
Geraden s schneiden — so sind sie dies auch für folgende 4 Reihenfolgen: 

abedef, abfdec, aecdbf, aefdbe. 


Die 6 Ecken liegen jedesmal auf einem Kegelschnitt; diese vier Kegelschnitte 


seien K,, K,, K,, K,. Die beiden erstern besitzen ein Chordalenpaar, welches 
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aus der Geraden (ab)—(de) und einer Geraden s, besteht, die durch den 
Schnittpunkt (be) geht und durch e, f von s harmonisch getrennt wird. Die 
Curven K, und K, besitzen ein Chordalenpaar, welches aus der Geraden 
ae)— (db) und der schon genannten Geraden s, besteht. X, und K, besitzen 
ein Chordalenpaar, welches aus der Geraden (af) — (ed) und einer Geraden 
s; besteht, welche von s durch e und 5b harmonisch getrennt wird. Dieselbe 
(rerade s, ist auch eine Chordale für /6, und K,, die conjugirte Chordale ist 
die Gerade (ac)—(df). Die CGurven A, und X, endlich besitzen ein Chor- 
dalenpaar; welches aus der Geraden (be)—(ef) und einer Geraden s, besteht. 
die von s durch @« und d harmonisch getrennt wird. Dieselbe Gerade s, ist 
auch eine gemeinsame CGhordale für A, und A,, die conjugirte Chordale ist 
die Gerade (bf)—(ec).“ 

Die vorstehende Erweiterung des Pascalschen Satzes kann man auclhı 
rein synthelisch beweisen. Dazu ist nur beispielsweise zu zeigen, dass 4, 
und X, ausser der Chordale (ab) — (de) oder s, eine dieser conjugirte Chor- 
dale s, besitzen, die dadurch bestimmt ist, dass sie von s durch e, f harmo- 
nisch geirennt ist. Zu diesem Zwecke erinnern wir daran, dass, wenn eine 
Gerade y durch einen Basispunkt eines Curvenbüschels zweiter Ordnung geht, 
und wenn eine Gerade g’ durch einen zweiten Basispunkt des Büschels geht, 
dann die Curven des Büschels auf y und g’ zwei einander perspeclivische 
Gebilde erzeugen. Es gehören nun K,, K;, 5,5, demselben Büschel an; die 
Gerade @ geht durch den Basispunkt (ab) und schneidet die genannten Curven 
bezüglich in (af), (ac), (as,); die Gerade d geht durch den Basispunkt (de 
und schneidet die genannten Curven bezüglich in (de), (df) und (ds,). Mithin 
sehen die drei Geraden (af)— (de), (ac)—(df). (as;)— (ds,) durch denselben 
Punkt, oder m. a. W., s, geht durch den Schnittpunkt der Geraden (af)— (de) 
und (ae) —(df); dieser Schnittpunkt ist aber von dem Punkte (ad) auf s durch 
c, f harmonisch getrennt. Ebenso ergiebt sich, dass s, durch den Schnittpunkt 
der Geraden (be)— (ef) und (ec)—(bf) geht, welcher Punkt von dem Punkte 
be) auf s durch e, f harmonisch getrennt wird. Mithin wird die Gerade s, 
selbst von s durch e, f harmonisch getrennt. 

11. Für die Curven dritter Ordnung ergiebt sich beispielsweise folgender 
Satz: „Ist C, das Erzeugniss der projectivischen Büschel (A;B,C,...) und 
O(abe...), ist ferner m eine beliebige Gerade, so erzeugen die projeclivischen 
Büschel (A,. am, A,,...) und (B,, bm, B,,...) ausser der Geraden m ebenfalls 
die Curve C,, wenn nur die Projectivität so bestimmt wird. dass A; und DB, 
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einen Punkt mit C, gemein haben; es liegen dabei die Punkte (A,, A,. m). 
(A,b), (C,B,), (A, ce) auf derselben Curve S,.* Oder auch: „Ist €, das 
Erzeugniss der projectivischen Büschel (A, B,C,...) und O(abe...), und ist 
A, eine beliebige durch (A,a) gehende Curve, so schneidet diese A, noch in 
zwei Punkten einer Geraden m; die Punkte (B,b), (B,m) und die 4 Punkte, 


welche A, ausser (A,a) mit (, 


gemein hat, liegen auf derselben Curve B,. 
und die 10 Punkte (A,, A,.m), (A,b), (A, ec), (G,B)) liegen auf derselben 
Curve 8,; die 10 Punkte (B,, B,,m), (B,a), (B, e), (C,A}) liegen endlich auf 
derselben Curve 8;.* 

Kiner Curve vierter Ordnung C, gehören nach Nr. 4. die 6% 4 Schnitl- 
punkte der auf einander folgenden Glieder der Kelle A,Q0,C,B,B} A, an, 
wenn die 3 x 4 Schnitltpunkte je zweier gegenüberliegender Glieder auf der- 
selben Curve 8, liegen. Liegen 9 jener 6 X 4 Punkte auf einer Curve $,, 
so zerfällt ©, in diese Curve S, und in eine Curve 8,. Es können aber 
höchstens 12 jener 6 x 4 Punkte auf einer Curve zweiter Ordnung liegen; 
mithin liegen auch wirklich 12 dieser Punkte auf S, und die übrigen 12 auf 
S,. Nimmt man im Besondern an, dass die 8 Punkte (A,C,). (C,B,) und noch 
ein Punkt von (B, A,) auf S, liegen, so liegen auch die 3 übrigen der Punkte 
(B} A,;) auf S,, und die 12 Punkte (A, A,), (C,C,), (B,B;) liegen auf $;. 
Man kann in diesem Falle die 6 gegebenen Curven auch so zu einer Kette 
vereinigen, dass $,; die Schnittpunkte je zweier gegenüberliegender Glieder 
enthält: S, und S,; enthalten dann die Schnitipunkte je zweier auf einander 
folgender Glieder. Endlich kann man auch die 6 Curven so zu einer Kelte 
verbinden, dass S, die Schnittpunkte je zweier gegenüberliegender Glieder 
enthält, und dass S, und S, abwechselnd die Schnittpunkte je zweier auf ein- 
ander folgender Glieder enthalten. 


II. Sätze über Flächen. 


Y 


12. Versteht man unter den Symbolen A,, B,, C,, ..., die in den 
vorhergehenden Nummern ebene Curven bedeuten, Flächen von der vom Index 
angezeigten Ordnung, setzt man ferner dem entsprechend an die Stelle der 
Ausdrücke „»’ Punkte“ oder „mx Punkte* oder „Punkte (A,B,)” u. dgl. be- 
züglich die Ausdrücke „räumliche Curve der Ordnung »’* oder „räumliche 


Curve der Ordnung mn“ oder „Linie (A,D,)* u. dgl.. so lassen sich ganz 


wie oben folgende Sätze herleiten: 
Journal für Mathematik Bd. LXXIL, Heft 4. 43 
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a) „Kann man sich eine Fläche P,, entstanden denken durch zwei 
projeclivische Büschel (A,B,C,...) und (A,B,C,...), und ist: C,==A,-+oB,, 


C‚=A,+PB,, A, =4A,+y4A,, B. = -B, 1JB), und @e:9=y:Jd, so kann 


AB 





man sich die Fläche P,, auch entstanden denken aus den projectivischen 
Büscheln (4,A,A,...) und (B,B,B,...). Die Gleichung von P,, ist dabei: 
PA,B,= «A,B,. Die Schnittlinien (A,B,), (C,B/), (C,A,) liegen dabei auf 
derselben Fläche S,; diese enthält also die Schnittlinien je zweier gegenüber- 
liegender Flächen ds Kette A,„0,0,B,B) A, : je zwei auf einander folgende 
Glieder dieser Kette schneiden sich in einer de r Fläche P;, angehörigen Linie.“ 

b) „Bilden die Flächen A,C,C,B,B, A, eine geschlossene Kette der 
Art, dass die 3 Schnittlinien je zweier einander gegenüberliegender Glieder 
auf einer Fläche $S, liegen, so liegen die Schnittlinien je zweier auf einander 
folgender Glieder auf einer Fläche P,;,, welche auch als das Erzeugniss zweier 
projeetivischer Flächenbüschel der Ordnung » betrachtet werden kann. Man 
kann aber die 6 gegebenen Flächen auch noch in 3 andern Arlen zu einer 
Kette verbinden, so zwar, dass die Paare gegenüberliegender Glieder identisch 
bleiben; jeder dieser Kelten entspricht dann eine neue Fläche P,,. Die 4 
Ketten sind: 

I. A,C,C,B,B,A,; I. A,C,4)B,B,C;; I. A,B/C,B,C,A}; 
IV. 4,8, 4, B,C,C,: 

Die diesen Ketten entsprechenden Flächen bezeichnen wir bezüglich mit I, II, 
II. IV. Die Gleichungen dieser Flächen findet man in No.4. Die Schnitt- 
linie irgend zweier dieser Flächen ist von der Ordnung 4’; dieselbe zerfällt 
jedoch in eine Linie von der Ordnung 2»° und zwei Linien von der Ordnung 
»': die beiden letztern sind jedesmal auch Schnitllinien von zweien der 6 ge- 
gchenen Flächen. Sehen wir von diesen ab und berücksichtigen also nur 
jene Schniltliinien von der Ordnung 2x‘, so gilt der Satz: Die Schnittlinien 
(1, ID) und (111, IV) liegen auf einer Fläche der Ordnung », die von der Fläche 
S, durch die Flächen C,, A, harmonisch getrennt wird; ferner liegen die 
Schnittlinien (1. III) und (II, IV) auf einer Fläche der Ordnung x, die von S, 
durch €,, BD, harmonisch getrennt wird: enlich liegen die Schnittlinien (1, IV) 
und (11, III) auf einer Fläche der Ordnung z, die von S, durch A, und B, 
harmonisch gelrennt wird.“ 

ec) „Bilden die Flächen A,C,C,B,B,A, eine Kette der Art. dass die 
6 Schnittlinien je zweier aul einander folgender Glieder auf einer Fläche P,, 


liegen, so liegen die 3 Schnittlinien je zweier einander gegenüberliegender 
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Glieder auf einer Fläche S,. und P,, kann sowohl als das Erzeugniss zweier 


na 


projeclivischer Büschel (A,C,) und (B,C,) — wobei C, und C, einander ent- 


sprechen — betrachtet werden, als auch als das Erzeugniss zweier projecli- 
vischer Büschel (A,A,) und (B,B,,); dabei entsprechen A, 


J 7) 


und BD, einander. 


„ entstanden denken durch 
zwei projeclivische Büschel (A,B,C,...) und (A,B,C,...), und ist 4,_ 


nn ın mn 


13. a) „Kann man sich eine Fläche P,, 
vorausgeselzt, dass » > m sei — eine beliebige Fläche der Ordnung n—m, 
so kann man sich die Fläche P,,„./,_„ entstanden denken durch die pro- 


Boll, Brei sure Fat 


n— m 9 m m—m 


| 1 +yA,.H 
, säg - +än | + . ı% 


fl m „ 


jeetivischen Büschel (A,B,C,...) und (A,. H,_,.. 
nun C,=A,+oB,, C,.H = A„.H,_„+ PB, .H.. 


m „n mi nn „ 
r! 
b 


n 


m 


na 


B,+0B,.H,_,., und ae: = y:d, so kann man sich die Fläche P,,„.H, 
auch entstanden denken durch die projectivischen Büschel (A,, A, .H,_.. Ay ;---) 
und (B,, B,.H B,,-..). Die Schnittlinien (A,,B,.H,_,). (C,,B)) und 
(C),.H,_.. A,) liegen dabei auf derselben Fläche 8 
Schnittlinien (A,, H,_.) und (A,,H, 
paare, deren Schnittlinien auf S, lieven. sind die Paare serenüberliegender 


Glieder der Kette A,, C,, C,.H,_.., B,.H 


7 m 


n—m 9 


dabei sind aber die 


n 9 


‚, identisch. Die 3 genannten Flächen- 


—m 


ums Bi, A): je zwei auf einander 


folgende Glieder dieser Kette schneiden sich auf P,,,.H 
b) „Bilden die Flächen A,0,0, B,B,A, 


„ eine geschlossene Kelle der 
Art, dass die Schnittlinie (A,A,) in zwei Linien von den Ordnungen »m und 
»n(n—m) zerfällt, und dass diese leiztere Linie, sowie die Durchschnittslinien 
je zweier einander gegenüberliegender Glieder der Kette auf derselben Fläche 
S, liegen, so liegt die genannte Linie der Ordnung »m sowie die sonstigen 
Schnittlinien je zweier aul einander folgender Glieder der Keite auf derselbe: 
Fläche P,,„. Vertauscht man in obiger Kette die Glieder C, und B,, so 
erhält man eine neue Fläche /,,„. welche jene erstere ausser in zwei Linien 
von den Ordnungen m und mn» noch in einer Linie von der Ordnung n/n-+-m 
schneidet, durch welche es eine Fläche der Ordnung » giebt, die von S, durch 
C, und B, harmonisch getrennt wird.“ Berücksichligt man, dass es durch die 


ojehbt. und fügt 


Linie von der Ordnung »(/a—m) eine einzige Fläche H 


n—m 


man diese Fläche sowohl der Fläche ©, als auch der Fläche PB, bei. so kann 


„ 


man unsern Salz noch aus No. 12. b) erweitern. 
c) „Bilden die Flächen A,C,C,BD,B,A, eine geschlossene Kette der 
Art. dass die Linie (A,A,) in zwei Linien von den Ordnungen n/a — m) und 


mn zerfällt. und dass diese letztere Linie sowie die andern 5 Schnittlinien 
43 * 
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je zweier auf einander folgender Glieder der Kette auf derselben Fläche P 


n-|- m 


liegen, so liegen die Durchschnittslinien je zweier einander gegenüberliegender 
(lieder sammt jener Linie von der Ordnung »(rn—m) auf derselben Fläche $,.“ 

14. Für das einmantelige Hyperboloid folgt aus No. 13. der Satz: „Ist 
A, C, C', BD’, B", A” eine geschlossene Kette von 6 Ebenen der Art, dass 
je zwei auf einander folgende Ebenen sich in einer Geraden eines einmanteligen 
Hvperboloids schneiden, so liegen die Geraden (AB’), (CB”), (C’A”) in der- 
selben Ebene S.* Sind a, b, e drei Gerade der einen Schaar einer Regel- 
Näche zweiter Ordnung, und sind p, q, r drei Gerade der anderen Schaar, 
so lassen sich aus den durch irgend zwei dieser 6 Geraden gehenden Ebenen 
6 verschiedene solcher Ketten bilden, nämlich: 

apbger, agbrep, arbpeg, 

apbreg, arbgep, agbper. 
Für die erste dieser Ketten sind dann die Ebenen A, C, C’, B', B’, A" be- 
züglich identisch mit den Ebenen ap, pb, bq, ge, er, ra, und so ähnlich bei 
den folgenden Ketten. Jeder der 6 Ketten entspricht eine Ebene S; die Ebene 
S der ersten Kette ist z. B. die durch die Punkte (ag), (br), (cp) gehende 
Ebene. Von den 3 ersteren Ketten haben je zwei drei nicht auf einander 
folgende Ebenen gemein; die entsprechenden drei Ebenen S gehen durch 
dieselbe Gerade. in welcher der Schnittpunkt der Ebenen ap, br, cq, der 
Schnittpunkt der Ebenen ar, bg, ep, und der Schnittpunkt der Ebenen ag, bp, 
cr liegen. Ebenso haben je zwei der 5 letzten Ketten drei nicht auf ein- 
ander folgende Ebenen gemein; die drei entsprechenden Ebenen 5 gehen 
ebenfalls durch dieselbe Gerade, in welcher die 3 Schnittpunkte (ap, bq, er). 
(ag, br, cp), (ar, bp, eq) liegen. 

Nach dem Reeciprocitälsgesetze folgt nun auch ferner, dass die 3 Ver- 
bindungslinien der Punktepaare (ap) und (ge). (pb) und (er), (bg) und (ra) 
durch denselben Punkt o gehen; in derselben Weise ordnet sich jeder der 5 
anderen Ketten auch je ein Punkt o zu. Die Punkte o der drei ersteren Ketten 
liegen in einer Geraden. in welcher sich die drei Verbindungsebenen 
(ap) — (br) — (eg). (ar) — (bg) — (ep), (ag) —(bp)—(er) schneiden. Ebenso liegen 
die den 3 letzteren Kelten entsprechenden Punkte o in einer Geraden, in welcher 
sich die 3 Verbindungsebenen (ap)—(bg)—(er). (ag)—(br)—(ep), (ar—(bp)—(eg) 
schneiden. 

„Bilden die Ebenen A, €, C', DB’, BE”, A” eine geschlossene Kette der 
Art, dass die 3 Schnittgeraden je zweier gegenüberliegender Ebenen, nämlich 
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(AB'), (CB”), (C’A”) in derselben Ebene S liegen. so liegen die 6 Geraden. 
in welchen sich je zwei auf einander folgende Ebenen der Kette schneiden. 
auf derselben Regelfläche zweiter Ordnung. Aus den geeebenen 6 Ebenen 
lassen sich im Ganzen 4 Ketten der betreffenden Eigenschaft bilden. nämlich: 
I. ACC’B'B"A", 1. ACA”B'B"’C', II. AB"C'B'CA”, IV. AB"A'B'CC". 
Jeder dieser 4 Ketten entspricht eine Regelflläche. Irgend zwei von ihnen 
schneiden einander in zwei Geraden derselben Ebene. so z. B. haben die 
Flächen I. und Il. die Geraden (AC) und (B’B” , mit einander eemein. und 
diese Geraden liegen in einer Ebene, weil die 4 Ebenen A, €, B’, B” sich 
in demselben Punkte von 5 schneiden. Ausserdem schneiden daher irgend 
zwei jener Regelllächen einander noch in einer ebenen Curve zweiter Ord- 
nung, welche immer reell ist. Diese Curve liegt für I. und II. in derselben 
Ebene 8,. in welcher auch die betreffende Curve für III. und IV. lieet. Ebenso 
liegen die ebenen Curven (I, III) und (II, IV), in derselben Ebene $,. und die 


ebenen Gurven (1. IV) und (II. III) liegen in derselben Ebene $,. Dabei geht 


+» 


S, durch die Gerade (C’ AS) und wird von S durch €’, A” harmonisch ze- 


trennt; ebenso sind (SCS,B") und (SAS,B’) harmonische Ebenenbüschel.* 


Diese Sätze über Regelflächen sind im Obigen — abgesehen von dem 
allgemeinen Beweise in Nr. 12. — auch für sich rein synthetisch bewiesen 


durch die zugesetzten Andeutungen; wo diese fehlen, mag der Leser sie leicht 
ergänzen. Den letzten Satz kann man. wenn man das ganze Gebilde durch 
eine beliebige Ebene schneidel, aus dem entsprechenden in Nr. 10. für Curven 
zweiten Grades svnthelisch bewiesenen Salze ableiten. 

15. Anwendung auf Flächen dritter Ordnung. „Schneiden sich zwei 


Flächen zweiter.OÖrdnung A, und A, in zwei ebenen Curven r, und r,. und 


liegt r, sowie jede andere Schnittcurve irgend zweier auf einander folgender 
Glieder der Kette A,C,C, B,B,A, in derselben Fläche F, dritter Ordnung. so 
liegen die Curven (A;B,). (C,B,). (C,A;) und r, auf derselben Fläche zweiter 
Ordnung und umgekehrt.“ Hierbei schneiden €, und 5, einander in einer der 
27 Geraden von F, und da ©, durch die in C, liegende ebene Curve geht. 


so schneidet es F, noch in einer Raumeurve vierter Ordnung. durch welche 


es noch unendlich viele Flächen zweiter Ordnung giebt, die sämmtlich F, noch 
in je einer ebenen Curve zweiter Ordnung schneiden. deren Ebene durch die 
Gerade (©, B,) geht; mithin — da A, eine ven jenen Flächen ist — geht 
auch die Ebene von r, durch diese Gerade. Man kann daher den obigen Satz 
an. und sind AR.. 


auch so aussprechen: „Gehört die Gerade g der Fläche F 


J 
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C,, BD, drei Ebenen durch g, so schneidet jede von ihnen die Fläche noch in 
je einer Curve zweiter Ordnung; legt man durch die Curve in R, zwei be- 
liebige Flächen A, und A,, so schneiden diese einander noch in einer zweiten 
Curve r, zweiter Ordnung, und sie schneiden F, 


noch in zwei Raumeurven r, 
und 7,. Durch r, und die ebene Curve in €, giebt es dann eine Fläche C,. 
durch r, und die ebene Curve in BD, giebt es eine Fläche B), und es liegen 
r, sowie die Curven (A,B,), (C,B}), (©, A,) auf derselben Fläche 8,.* Be- 
kanntlich bilden die 27 Geraden einer Fläche F, 45 Dreiecke, wobei jede 
Gerade in 5 Dreiecken vorkommt. Bezeichnel man die 27 Geraden mit den 
Ziffern von 1 bis 27, so kann man jene Dreiecke so bezeichnen: 
1.2.3, 1.4.5, 1.6.7, 1.8.9, 1.10.11, 2.12.13, 2.14.15, 2.16.17, 2.18.19, 
3.20.21, 3.22.23. 3.24.25, 3.26.27, 4.12.20, 4.14.22, 4.16.24, 4.18.26, 
5.13.21, 5.15.23, 9.17.25, 5.19.27, 6.12.23, 6.14.21, 6.17.26, 6.19.24, 
7.13.22, 7.15.20, 7.16.27, 7.18.25, 8.12.25, 8.15.26, 8.16.21, 8.19.22, 
9.13.24, 9.14.27, 9.17.20, 9.18.23. 10.12.27, 10.15.24, 10.17.22, 10.18.21, 
11.13.26, 11.14.25, 11.16.23, 11.19.20. 
Nimmt man nun 1 als die oben genannte Gerade g, und die Ebenen 1.2.3, 
1.4.5. 1.6.7 bezüglich als die Ebenen R,, C,. B,, so kann man das Ebenen- 
paar 2.12.13, 3.20.21 als Fläche A,, und das Ebenenpaar 2.17.16, 3.26.27 
als Fläche A, nehmen; die Curve r, ist dann das Geradenpaar (2.12.13, 3.26.27), 
3.20.21, 2.17.16). Die Geraden 12, 13, 20. 21 bilden die Curve r,; durch 
sie und die Geraden 4, 5 geht das Ebenenpaar 4.12.20, 5.13.21, dieses Paar 
ist demnach die Fläche C,. Die Geraden 17. 16, 26, 27 bilden die Curve 
r,: durch sie und die Geraden 6, 7 geht das Ebenenpaar 6.17.26, 7.16.27, wel- 
ches also die Fläche B; ist. Demnach liegen die 10 Geraden (2.12.13,3.26.27), 
(3.20.21, 2.17.16). (1.6.7, 2.12.13), (1.6.7, 3.20.21), (4.12.20, 6.17.26), 
(4.12.20.7.16.2%, (9.13.21.7.16.27), (5.13.21, 6.17.26), (1.4.5, 2.17.16), 
(1.4.5. 3.27.26) auf derselben Regellläche. Die erste, vierte, fünfte, siebente 
und neunte Gerade gehören der einen Geradenschaar an; die 5 andern ge- 
hören der andern Schaar an. In dieser Bemerkung liegt zugleich ein directer 
Beweis unseres Salzes. — Die oben auftretenden Dreiecke kann man auch 


so schreiben: 
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Dabei erhält man immer eines der auftretenden Dreiecke, wenn man in (we. 
oder (P.) eine horizontale oder eine vertikale Reihe nimmt. Die Ebenen 1.2.3. 
4.12.20, 5.13.21 bilden ein Trieder T, die 3 Ebenen 1.4.5. 2.12.13. 3.20.21 
bilden das jenem conjugirte Trieder T, (vgl. die Steinerschen Sätze über 
Flächen dritten Grades, sowie das Werk von Herrn Sturm und den Aufsalz 
von Ilerrn Cremona in diesem Journal über denselben Gegenstand). Ebenso 
bilden die Ebenen 1.2.3, 6.17.26. 7.16.27 ein Trieder T’, und die Ebenen 1.6.7. 
2.17.16, 3.26.27 bilden das jenem conjugirte Trieder T,:; die beiden Trieder- 
paare haben die Ebene 1.2.3 gemein. Man kann daher obigen Satz auch so 
aussprechen: „Sind T, T, und T’, T, zwei Paare conjugirter Trieder von F,. 
und haben T' und T eine Ebene gemein, so schneiden die beiden andern Ebenen 
von T die beiden andern Ebenen von T’ in 4 Geraden, welche mit den 6 Ge- 
raden, in welchen die drei Ebenen von T\, die 3 Ebenen von T, ausser in den 
3 Geraden, die in der den Triedern T und T’ gemeinsamen Ebene liegen, 
schneiden, auf derselben Regellläche R liegen.“ — Das Dreieck 1.2.3 komm! 
in 16 Triedern, und also auch in 16 Paaren conjugirter Trieder vor. Das 
Triederpaar (TT,) hat demnach mit 15 Triederpaaren das Dreieck 1.2.3 
gemein; unter diesen giebt es aber drei, welche auch noch das Dreieck 1.4.5. 
drei, welche noch das Dreieck 2.12.13, und drei, welche noch das Dreieck 
3.20.21 mit (TT,) gemein haben. Mithin giebt es nur 6 Triederpaare, welche 
mit (TT,) blos das Dreieck 1.2.3 gemein haben. Folglich ordnen sich dem 
Dreiecke 1.2.3 nur he 45 Regelflächen R zu, und da sich jedem andern 
der 45 Dreiecke dieselbe Anzahl zuordnet, so ergiebt sich der Satz: „Jeder 
Fläche F, ordnen sich 45.48 = 2160 Regelflächen R zu.“ 

16. Es bleibt dem Leser überlassen, die den vorstehenden Sätzen re- 


ciproken Sätze selbst zu formuliren. 


Ahrweiler. 9. Januar 170. 











Courbure en un point multiple d’une surface. 
(Par M. L. Painein & Lyon.) 





,, Je suppose quune surface ait un point multiple d’ordre p; si l’on 
prend ce point pour origine des coordonnees, l’equalion de la surface aura la 
forme suivante: 


f \ Y ER: # “ . > N Ar x 

(1) S=9,(2 9 3)+ 9418 9% 3) + Pp42 (2, 3)4+ "+ Yun, y3)=0, 
rr. desienant une fonclion de deere ö et homoeene par rapport aux variables 
pi ie) o > \ 
x, 9, 3; le cöne tangent a la surface au point multiple d’ordre p a pour equation 


(?.) fr (@, Y; 3) =. 
Considerons une generatrice quelconque de ce cöne, les e@qualtions de celte 


generalrice seront 
; x ) z 
3)(0) Z=t=- 


a b ce’ 


les constantes a, b, ce devant salisfaire a l’equation de condition 


vn Ößp Op, Op _n. 
(4) g,(ab,c)=0, ou a 1 ze au 0; 


OC 
l'equation du plan tangent au cöne (2.) suivant la generatrice @ sera 


u mm Of, Of, Of, 
(9.) (T) 2 +y te — Pd. 
Je vais maintenant etudier la courbure d’une section de la surface S par un 
plan quelconque passant par le point multiple ©. 
2. L’equation d’un plan quelconque, passant par la generatrice G, 
pourra s’ecrire 
6.) (Pf) 3 = er+Py, 
a et 9 &lant des conslantes arbitraires lices par la seule relation 
(6bis.) e= va-+pb. 
Si nous imaginons, dans le plan (P), un cercle tangent en O a la branche 
de la courbe de section qui touche la generatrice (@), ce cercle pourra £ire 
regarde comme situe sur une sphere qui touche en O le plan tangent (T) au 
cöne (2.) suivant la generatrice (@); l'equation de cette sphere est 








2 5 n 
vu Y . oO f D ı Of» © f» ) ' %,; 2; 5) 
l.) C= (a4; ee 5 x 122 — ( 
(e., a TY r3z. Jreryr ) 


), elant une constante arbitraire. 
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Le plan (P) coupe la surface S et la sphere C suivant deux courbes 
S’ et C’; le nombre des points coineidant avec O0 et communs aux deux 
courbes S’ et €’ est evidemment egal au nombre des points coincidant avec 
0 el communs aux projeetions S, et ©, de ces deux courbes sur un plan 
quelconque, et inversement, pourvu que le plan de projeetion ait une position 
arbitraire par rapport au plan secant. 

Les projeclions, sur le plan des xy, des deux courbes de section s’ob- 
tiendront en remplagant z par sa valeur (6.) dans les @quations (1.) et (7. 


Pour la sphere (C), on trouve 


(8.) C, = ulbz-—ay) +2 +y +(orc+Py) =0 
apres avoir Pose 
c 22 Es [4 KAZZ 
2 +, 2 OC 
(8 bis.) u A nennen . 
/ b 


pour la surface (S). on aura 


J 


(9.) S, = (br-ay)w(z,y)+9,,1(2,9, e2+Py)+ 9, (2,9, er -+Py)+ "=, 


y(z,y) etant une fonction homogene du degre (p—1) definie par lidentite 
(10.)  g,(z, y, ee +Py) = (be—ay)w(x, y). 

On a le droit d’ecrire cette identite, puisque la projection de la courbe de 
section sur le plan des xy doit avoir pour tangente la projection de la 
generatrice @. 

3. Notation: Je designerai par N((C, C’)) le nombre des points coin- 
cidant avec l'origine des coordonnees et communs aux deux courbes ( et Ü' 

Ces preliminaires poses, je forme l’equation 

= us, —C.v(r,y)=VQ. 

c. a. d. en developpant 


> — [ ( X’ - ? \— 1) | m 5 j .- ei 2 io r-- .) 17 
au = HP, +7, Y, 0 PY) PIE. Y Y Y i >Y J 


(11.) 


+ up ,42(%, y, ec + Py)+ ugy,ız(a, y, 0X +ßy)+- = 0: 
et l’on a visiblement 
N((S,, C)) = N((Z, C,)) 
Or si A reste arbitraire, (be—ay) nest pas diviseur dans les termes du moindre 
degre dans l'equation de I; les courbes €, et IF ont done (p-+1) points 
seulement communs et coincidant avec l'origine O: c'est dire que le cercle O’ 
a, avec la courbe S’ de section, un contact effectif du 1° ordre seulement. 


Pour que le contact effectif soit dun ordre plus eleve. il faut et il suffit que 
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(bz—ay) soit diviseur de l'’ensemble des termes du moindre degre dans l’equalion 
de &, et pour quil en soit ainsi, il faut et il suffit que l’ensemble de ces 
termes siannule lorsqu’on y fait =a, y=b. On trouve ainsi la condition 
IP, „29 


ao N . oa oc 
Er Ku 


i EN, p, ( ‘a, b, 04 - ne Pb) u - (a, b) . la’ b’-H(o@ +Ppb)'] 0. 








Dilferentions lidentite (10.) par rapport a z, par exemple; puis, dans lidentite 
ainsi obtenue, faisons e=a, y=b, el ayons egard ä la relation (6bis.), 
il vient 

PM 14% 


x „ teo+ = bıy(a, b). 


D’apres cette derniere egalite, la relation (1°.) donne: 
(12) Ay,nıla,b,c) = @+b+c; 
on a toujours la condition 
(12bis.) 9,(a,b,c) = VÖ. 
Remarquons que la valeur de 4 est independante des arbitraires « et %; nous 
en verrons plus loin les consequences. 

4. Pour determiner les elements du cercle osculateur, je remarque 
que son centre est le pied de la perpendiculaire abaissee du centre de la 
sphere (7.) sur le plan secant (6.); le carre de son rayon sera egal au carre 
du rayon de la sphere moins le carr& de la distance du centre de cette sphere 
au plan secant. 


Or les coordonnees du centre de la sphere (7.) sont 





Zu =. u; Yin 


rm WE Sara; 
les equations d’une droite, passant par ce point et perpendiculaire au plan (6.), 
seronl 


(13.) aha h 0p, __h 6m. 











ee Fe 
14 3208 ”„T 2 ob ru 
| ) — r : 
& ß — | 


en joignant a ces dernieres equations l'equalion (6.) du plan secant, savoir 
(14bis.) s=er+Ppy, avec (15) ce=ca+pb, 


on aura le centre du cercle osculateur. Le rayon R du cercle osculateur sera 


| Op | aCFr Ze] 
a . „a ia —— - — ai 
we ( OPp\ ı ( 69» \ er) 2» AL ca ob 6cH, 

I.) = a a wur EG be) 
4 \ Od / \ ob ) 4 2 Yu 


[44 -R > 1 











, a la valeur definie par l’egalite (12.). 
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Remarque. Jl est facile de constater que le cerele ainsi obtenu a. 
avec la courbe de section, un contact effectif du second ordre. au moins. En 
elfet, eu egard a la valeur (12.), Vequation (11.) de la courbe & prend la forme: 
(17.) &’ = (be—ay)z(z,y) Fu, (2, Y, 08 +Py)+ up, ,..(z,y,0o2+ßy) + = 0. 


formons maintenant la combinaison 


2" =u2—0x(2,Y 0. 
c. a. d. en developpant 
7 r.2 ei u Bi. un Im? | pe -- /SuN\ 
48 \= [u’p,42(8, y ex+Py)—z(z, y)ie+y 02 + /3y 
oJ 
| nn 1 nz | 
+uy,,;(8, y, ae+Py)+*- ). 


Or on a visiblement 


N((S,, C,)) = N(Z', C,)) = NE”, C, 


- 


d’ailleurs les courbes €, et 2” ont, en general, (p-+-2) points communs et 
coineidant avec l'origine O; il peut arriver dans certains cas que ce nombre 
soit plus eleve; il resulte de la que ie cercle precedemment obtenu a un 
contact eflectif du second ordre au moins avec la courbe de section. 

9. Lorsque le plan secant, passant par la generatrice @, est perpen- 
diculaire au plan tangent (T). c. a. d. lorsque la section est normale, le 


rayon de courbure a pour valeur 





f 2.5? ME PR 2 N v4 4 - . 
4 rd ——( / op, \ O0, / 0, 
(19) 2R, = Eee a el). 


fp:ıla,b,c) Y \ ca .0b / '\ce/ 








Le rayon de courbure est nul quand le plan secant. passant par la generatrice 
@, touche le cöne tangent a la surface S en son point multiple. 

Lorsque la generatrice @ est une des fangentes inflerionnelles de la 
surface S, le rayon de courbure est constamment infini quelle que soit la po- 
sition du plan secant autour de cette generatrice. On sait en eflet que lors- 
qu’une surface possede un point multiple d’ordre p. il v a pip-+1) droites 
rencontrant la surface en (p-+2) points coineidant avec le point multiple: ces 
droites. que je nommerai tangentes inflexionnelles. sont les tangenles com- 
munes aux deux cönes 

G,(E.y, 2) =. $,,1(2, 9, 5) = 0. 

6. Le cercle osculateur est situe sur la sphere (7.): comme la valeur 

(12.) de 4 est independante de « et 9. il en resulte que. lorsque le plan 


secant tourne autour de la generatrice @, les cercles de courbure. tangents 


en 0 a la droite @, restent toujours sur une sphere fixe. Le lieu des centres 
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de ces cercles est done lintersection d’une sphere touchant en O0 le plan T 
(9.), de rayon sous-double de celui de la sphere (7.), par un plan passant 
par le point O et perpendiculaire a la generatrice. Le lieu de ces centres 
est, parsuite, defini par les @qualions 

| ac+by+ez =, 
(20.) PYPR Hy+2)Y,;1(a, b, c)-+(a’+b’+ ec (@ Zn Try — 7% nt.) 0, 

y,(a, b, ec) = 0. 

On arriverait facilement a ce resultat en eliminant «, 9 et }, entre les @qualions 
(12.). (14.), (14bis.) et (15.). 
?. De l'analyse qui precede nous concluons ce premier Iheoreme: 

Theoreme I. Lorsquune surface possede un point multiple, O, d’ordre 
p, et qu un plan secant tourne autour d’une generatrice fixe, G, du cöne lan- 
gent, le lieu des centres des cercles osculateurs en O a la branche de courbe 
qui touche cette generatrice, est un cercle situe dans un plan perpendiculaire 
a la droite G et touchant en © le plan tangent au cöne suivant celle gene- 
ratrice. Le theoreme de Meunier est done encore vrai dans le cas d'un point 
multiple, pourcu que le plan secant lourne autour d’une tangente proprement 
dite a la surface en ce point multiple. 

Lorsque la generatrice @ est une des p(p-+1) tangentes inflexionnelles 
de la surface S en son point multiple, le rayon de courbure est infini; le lieu 
des centres est la droite de linfini situee dans le plan perpendiculaire ü cette 
generatrice. 

S. Si le plan secant tourne d’une maniere quelconque aulour du point 
multiple, le lieu des centres des cercles osculateurs a toutes les seclions en 
ce point multiple s’obtiend a en eliminant a, b, c, entre les trois equations 
homogenes (20.). L’equalion resultante sera, par rapport a x, y, z, du degre 


4.) pip+D+2.p.140.1(p+1), e.äa.d. p(p+93); 


J 


le lieu des centres de courbure est done une surface d’ordre p(p+3). 

9. Ajoutons que, pour cette surface. l’origine est un point multiple 
dordre p(p+2). Considerons en eflfet une droite arbitrairement choisie et 
passant par l’origine: 


X Y 3 
<D . l— — 9: 
A B ( "ri 


o est la distance a l'origine du point (z,y,2) de cette droite; A, B, C, sont 


des quantiles determinees. Cherchons les interseclions de cette droite avec 
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la surface definie par les equations (20.); on trouve apres avoir remplace 


7, Y, 3, par les valeurs qui precedent ei supprime la solution 0 = 0: 


\20 (A | B-| C’).Yp,41(0, b, e) (a’- hi e’\ At p! lv 9 0. 


od oh OC 
N Aa-+ Bb4 Ce 0. 
p, (Ad. bh, u; 0. 
Si on @limine a, b, e, entire les equations (21.). on aura une @qualion en © 


qui determinera tous les points, distinets de l’origine. oü la droite (D) ren- 
contre la surface lieu des centres. Or l'equation resultante sera, par rapport 
ao, du degre 
1.1.9+0.p(p+1)+0.1.(p+1), ec.a.d. p. 

Ainsi une droite quelconque, passant par l'origine, ne rencontre la surface lieu 
des centres qu’en p points distinets de lorigine; il y a. par consequent. 
Ip(p-+»3)—p] points diinterseclion confondus avec cette origine. laquelle est. 
par suite, pour la surface en question un point multiple dordre p(p- 2). 

10. HRemarquons encore que le cöne des directions asymptotliques de la 
surface lieu des centres se compose de p fois le cöne imaginaire (er +y+2=0). 
et de p(p-+1) plans respectivement perpendiculaires aux tangentes inflexion- 
nelles de la surface proposee 5 en son point multiple. 

Cherchons en eflet la trace de la surface, lieu des centres, sur le plan 
de linfini; pour cela, remplacons x, y, z, par —, =; - „ dans les equations 
(20.),. puis faisons =0; il reste 

(22) 9rnla,b,c)=0, y,la,b,c)=0. ac+by+cz —=(0. 
apres avoir supprime la solution z’+y-+z=0. Or les deux premieres 
equations admettent p(p+1) solutions en —, ie ce sont n’[5.) les di- 
rections des p(p-1) tangentes inflexionnelles de la surface S: a chacune de 
ces solutions correspond, dapres la troisieme des e&quations (22.). un plan 
perpendiculaire a la direction de la tangente inflexionnelle. Les trois equations 
(22.) determinent done p(p--1) plans passant par l’origine et respectivement 
perpendiculaires aux tangentes inflexionnelles de la surface S. Le cöne des 
directions asymptotiques se compose done dabord de ces pip— 1, plans: il 
comprend, en outre, un certain nombre de fois le eöne = +-y-+z—=0: et 
comme le cöne des directions asymptotiques est du degre p\p-3). il dexra 
done renfermer ce dernier cöne un nombre de fois marque par l’expression 
p(p+3)—p(p+H1) „. D. 
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11. Cherchons la transformee par rayons vecteurs reciproques de la 
surface, lieu des centres de courbure, en prenant le point O0 pour pöle de 
transformation. 

Si x, y, z, sont les coordonnees d’un point quelconque m, et six, y, z 
sont les coordonnees du point correspondant M, les formules de la trans- 
formation sont 


Si on substitue ces valeurs de x, y, z, dans les @equations (20.), on trouve: 


4 7 7 p 2 D 'p 0) p ) p 
\Kyanla,b, )+2(a+b+e (x Fe + yr 422) =0, 


| oa ob oc 
(23.) | ax + by +02 0, 


fp,(a,b, ec) =. 
Le resultat de l’elimination de a, b, c, entre les @quations (23.) sera, par 
rapport a x, y, z, du degre 
1.p.1+1.p(p+D+0.1.(p+1), c.ad. p(p+?2); 
c'est l’ordre de la transformee. 


En raisonnant comme au n°[9.], on verrait que l’origine 0 est, pour 
cette derniere surface, un point multiple d’ordre p(p-H1). 


12. De la resulte la proposition suivante: 

Theoreme Il. Lorsquune surface S possede un point O, multiple 
doordre p; si un plan tourne autour du point O, le lieu des centres des cercles 
osculateurs en O aux diverses branches des sections faites par ce plan, est une 
surface (1) d’ordre p(p-+3). 

Le point O est un point multiple d’ordre p(p-+?) pour la surface (T'); 
le cöne des directions asymptotiques de cette surface se compose de p fois le 
eöne imaginaire @-+y’+2=0 et de p(p+1) plans respectivement perpen- 
dieulaires aux tangentes inflexionnelles de la surface S relatives ü son point 
multiple. 

Si Ton prend le point O pour pöle de transformation, la transformee 
par rayons vecteurs reciproques de la surface (T'\ est une surface d’ordre 
p(p+2): le point O est multiple dordre p(p-+-1) pour cette derniere surface. 

13. J’enoncerai encore cette proposition: 

Theoreme Ill. Les plans qui, passant par le point O multiple d’ordre 
p, coupent la surface S suivant des courbes pour lesquelles un des rayons de 





Painvin, courbure en un point multiple dune surface. 347 


courbure en VO est egal ü une longueur donnee, enveloppent un cöne de la 
classe 2p(p-+2). 

En eflet, AR etant la Iongueur donnee du ravon de courbure, les equations 
12.), (15.) et (16.) donnent 


| AR ( -+/3 “+ 1) Ip, ‚.ı(@. b, C |” -: 
fi 5 2 IR ( Pr ESET: E ( 29% \ ) ( e fr I of, Op, Y - 
° (G oo - en ) u = _— (I! — 1 j _—— 1 
(24 ) | j? 4 1: ((* 2 A )4 ob ( oC ) da /? Ob 2 ) 


aa+bP = c 


. yp,(a,b,c) =. 
Pour determiner la classe du cöne enveloppe par le plan mobile 

3 = oc+Py, 
je remarquerai que « et 5 peuvent &ire regardees comme les coordonnees 
tangentielles de la Irace de ce plan sur le plan z=1; lenveloppe de cette 
trace s’obliendra done en &liminant a, b, ce, entre les trois @quations (24. ). 
Or l’equation resultante sera, par rapport a «, ?, du degre 


2.(1.p)+1.(p2p+2))+0.1.2p+2), c.a.d. 2p(p+?2): 


c'est la classe du cöne enveloppe par le plan mobile. 


14. Les proprietes que je viens dindiquer, et je erois quelles n’ont 
jamais ie signalees, ont te etablies en supposant que le point multiple con- 
sidere est le plus general de son espece. Les resultats obtenus peuvent se 
modifier lorsqu’il s’agit des varietes du point multiple. D’ailleurs la methode 
analytique, dont je viens de poser les prineipes, sapplique sans difficultie au- 
cune a tous les cas, si particuliers quils soient. 

Je prendrai pour exemple le point double; on sait que ce point donne 
lieu aux trois varietes suivanles: 

1°. Le cöne tangent est un cöne proprement dit: point double conique: 

2°. Le cöne tangent se reduit a deux plans distinets: point double de 
rebroussement conique; 

3°. Le cöne tangent se reduit A deux plans coincidents: point double 
de rebroussement plan. 


Les enonces generaux qui precedent sappliquent au point double or- 


dinaire, ei meme a un point simple, il n'est done pas besoin de les repeter. 
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Point double de rebroussement conique. 
I’. Un plan queleongue, passant par Taxe de rebroussement OZ (inter- 
section des deux plans tangents), coupe la surface S suivant une courbe ayant 
un rebroussement en O, OZ est la tangente de rebroussement; la courbure en 
ce point de la courbe de section est infinie; il y a exception pour trois di- 
recltions du plan secant; dans ces derniers cas, il y a deux cercles osculaleurs, 
et ces cercles ont avec la courbe de section un contact effectif du 3°”“ ordre. 

2°. Lorsque le plan secant tourne autour d'une droite fire OA situee 
dans un des deux plans tangents, ZOT, par exemple, le lieu des centres des 
cereles osenlateurs en O et touchant la droite OA est un cercle: ce cercle 
touche le plan ZOT, et se trouve dans un plan perpendiculaire a OA. Si la 
droite OA est une des tangentes inflexionnelles de la surface S situees dans 
le plan ZOT, le lieu du centre est la droite de Finfini situee dans le plan per- 
pendiculaire a celte droite OA. 

3. Le lieu des centres des cercles osculateurs en O des sections planes 
de la surface S est une surface (I) du 10°”° ordre; cette surface I’ se de- 
compose en deux surfaces du 5°” ordre I’ et I"; ces deux dernieres sur- 
faces passent par le cerele imaginaire de Finfini, et pour chacune delles 
Forigine O0 est un point quadruple, le cöne tangent en O se reduit a quatre 
plans distincts. 

Point double de rebroussement plan. 

Les tangentes proprement dites en O0 sont dans un meme plan que je 
nomme plan de rebroussement; ce plan coupe la surface suivant une courbe 
ayanl un point triple en O, soient T,, T,. T,, les tangentes en ce point triple. 

1°. Lorsgquun plan passe par le point O, le cercle osculateur en O ä 
la courbe de section est un cercle de rayon nul (la courbure est infinie), 
tant que le plan secant ne passe pas par une des langentes T,. T;, T;. 

Lorsque le plan secant passe par une de ces tangentes, T, par exemple, 
un cercle queleonque, touchant en 0 la courbe de sechon, a avec cette courbe 
un contact effectif du second ordre:; il y a alors deux cercles osculateurs ayant 
avec la courbe, en O, un contact effectif du 3°" ordre. 

Quand le plan secant tourne autour de la tangente T',. par exemple, 
les centres des cercles oseulateurs proprement dits deerivent une courbe situee 
dans un plan passant par O et perpendieulaire a la droite T,. Cette courbe 
est du 4” ordre; elle a um point de rebroussement en O; les points eirculaires 


a Finfini sont des points doubles. La courbe en question se reduit a deuw 








ww 


A 
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cercles quand la droite T, resulte de la superposition de deux des tangentes 
au point Triple de la section de la surface par le plan de rebroussement. 

2°. Dans le cas tres-parlieulier on le plan de rebroussement coupe 
la surface suivant une courbe ayant un point quadruple en O, il y a deux 
cercles osceulateurs en O pour la section faite par un plan quelcongue passant 
par le point O; ces deux cercles auronl avec la courbe un contact effeetif 
du 3"”° ordre au moins. 

Lorsque le plan secant tourne autour d'une droite fixe situce dans le 
plan de rebroussement, le lieu des centres des cercles osculateurs en 0 se 
compose de deux cercles silues dans un plan perpendieulaire a la droite fixe 
et touchant en O le plan de rebroussement. 

Lorsque le plan secant tourne d’une maniere queleongue autour du 
point O, le lieu des centres des cercles oscnlateurs est une surface (I) du &”* 
ordre. Le point O et un point sextuple tri-planaire pour la surface T': 
le cercle imaginaire de linfini est une courbe double; le cöne des directions 
asymptoliques se compose de deux fois le cöne imaginaire e-+y-+z—=0O el 
de quatre plans respectivement perpendiculaires aux tangentes du point qua- 
druple de la section de la surface S par le plan de rebroussement. 


Lyon, 23 Fevrier 1870. 
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Ueber Singularitäten der allgemeinen Fläche 
Ordnung. 
(Von Herrn Rudolf Sturm in Bromberg.) 


In folgender Abhandlung erlaube ich mir die Resultate meiner Ver- 
suche mitzutheilen, die Probleme, welche in Salmon-Fiedlers Analytischer 
Geometrie des Raumes Bd. Il, Art. 325 aufgestellt und Art. 326, 336 —339 
beantwortet sind, auf eine mehr geometrische Weise zu lösen; noch nicht ge- 
lungen ist es mir, den Grad der Fläche der dreifachen Tangenten auf ebenso 
einfache Weise zu ermitteln. 

1. Suchen wir zuerst den Grad der Fläche der vierpunktig berührenden 
Geraden oder Biosculanten *) der Fläche F" zu bestimmen. Der Berührungspunkt 
einer solchen Geraden muss sich auf den drei ersten Polarflächen jedes ihrer 
Punkte befinden. - ersten Polaren der Punkte einer beliebigen Geraden Z 
bilden ein Büschel B""" (a—1)'” Ordnung; ferner durch einen beliebigen Punkt 
O gehen stels so viele b eben von Punkten auf ZL, als diese Gerade Punkte 
mit der (»—r)'® Polare von O0 gemein hat, also —(»x—r)=r, mithin 2 
zweite, 3 dritte Polaren 

Durch jeden Punkt x’ einer Geraden @ gehen also 2 zweite Polaren 
von Punkten auf Z, denen zwei erste Polaren mit 2(»—1) Punkten x anf @ 
entsprechen; der (einzigen) ersten Polare eines Punktes von Z, welche durch 
einen Punkt x auf @ geht, entspricht eine zweite Polare mit »—2 Punkten « 
auf @. Also jedem Punkt x’ entsprechen 2(z»—1) Punkte x und jedem Punkte 
x entsprechen »—2 Punkte x, folglich giebt es 2» —1)+n—23 = 3n— 4 Co- 
incidenzen. Die Curven, in denen sich die ersten und zweiten Polaren der 
Punkte von Z begegnen, erzeugen demnach eine Fläche P,, von der Ordnung 
3n—4, auf der ersichtlich die Grundeurve des Büschels B""' — von der Ord- 
nung (2—1)’ — sich doppelt befindet, da durch jeden ihrer Punkte zwei zweite 
Polaren von Punkten von L gehen. Ebenso erzeugen die ersten und dritten 


*) Ich erlaube mir, diese Benennung vorzuschlagen, und in ähnlicher Weise die 
Benennungen OÖsculante, Trioseulante für die dreipunktig, fünfpunktig berührenden 
Geraden. Doppelte Inflexionstangente (Wendetangente oder OÖsculante) möchte ich 
eher eine an zwei getrennten Stellen osculirende Gerade nennen. 
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Polaren der Punkte von Z eine Fläche P,, von der Ordnung 3(n—1)-+n—3 
22m —3), welche die Grundceurve von B”' dreifach enthält. Beide 
Flächen haben mithin ausser dieser Grundeurve noch eine Curve von der Ord- 
nung 2 (3n—4)(2n—3)— 2.3 (n—1)’ = 6n’— 22» +18 gemein. Diese begegnet 
F" in »(6n’—22n-+18) Punkten. An den » Stellen aber, wo Z die Fläche 
F" trifft, haben die drei Polaren je 6 Punkte gemein, weil sie sich dort be- 
rühren und dieselben Inflexionstangenten haben *); ziehen wir also diese 6n 
Punkte von den obigen ab, so bleiben »(6»’— 22» +12) = 2n (n — 3) (3n — 2) 
Punkte auf F”, durch welche die drei ersten Polaren eines Punktes auf 7 
gehen, in denen also Biosculanten von F” berühren, welche der Geraden 7 
begegnen; demnach ist die Fläche V der vierpunktig berührenden Geraden 
( Dioseulanten) T, von F" von dem Grade An(n— 3)(3n—2). 

2. Die Fläche P,, von der Ordnung 32—4 (die Wendepolarlläche 
der Geraden L in Bezug auf F*) durchschneidet F” in einer Curve W von 
der Ordnung n(3n—4), der Curve derjenigen Punkte auf F', deren eine In- 
flexionstangente die Gerade L trifft; dieselbe hat »(»—1)' Doppelpunkte z, 
die Schnitipunkte von F” mit der Grundeurve von B"’, welche auf P,. 
doppelt liegt, also Punkte, deren beide Wendetangenten die Gerade Z trellen; 
es sind dies die Berührungspunkte der »(»—1)' Tangentenebenen von Z an F”. 

3. Durch jeden Punkt der Geraden Z gehen 4» (»n—1)(n—2)(n—5) 
Doppeltangenten von F***), und in jeder Ebene durch Z liegen 4»(2—2)(n —9) 
solche Doppeltangenten, folglich ist die Fläche D der sich auf L stützenden 
Doppeltangenten vom Grade 

Inn —1)(a—2) (an —3)-+4In(n—2)(n"—9) = (n+1)n(n—?2)(n— 9) 

und hat die Gerade Z zur 4»(n—1)(» —2)(n—3)-fachen Linie. Die Be- 
rührungscurve T dieser Doppeltangenten ist von der Ordnung n|n—3)(n +2n—4), 
nämlich 2.12(n—2)(n"—9)+n(n—3)(n +2), denn (»—3)(»-+2) Doppeltan- 
genten haben in jedem der » Punkte (F”, L) ihren einen Berührungspunkt ***). 
Auf der Curve T sind ferner die »(»—1)’ Punkte x ebenfalls (»—3)(n»-+2)-fache 
Punkte, weil die (a—3)(»+2) Tangenten, welche in jedem derselben und 
noch in einem andern Punkte die Fläche F* berühren, in der Tangentenebene 
von r liegen, also Z treffen. 


—— 


*) Cremona, Teoria delle superficie Nr. 70. 
*#) Ebenda Nr. 67. 
###) Ebenda Nr. 70, 


nie 
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4. Diese Curve T begegnet nun der Fläche P, , in (3n-4)n(n-3)(n"+2n-4) 
Punkten. Ziehen wir davon ab erstens die » Punkte s= (F”, L), welche auf 
T (n—-3)(»+2)-Tach sind, auf P,, zwar nur einfach, aber doch doppelt rechnen, 
weil F" und P,, sich in ihnen tangiren (denn die erste und zweite Polare 
von s berühren sich in s, durchschneiden sich demnach in einer zweimal durch 
s gehenden und P,, angehörigen Curve, deren beide Aeste von der gemein- 
samen Tangentenebene d.i. zugleich von der von F” berührt werden, so dass 
diese zwei in s berührende Tangenten von P,, enthält, also P,. in s tangirl), 
zweitens die a(»—1) Punkte 7, welche auf P,, doppelt, auf T (»—3)(r+2)-fach 
liegen, so bleiben 


(3n —A)n(n—3) (n’+2n — I) — ?n(n— 3) (n-+2) — an (n— 1) (n—3)(n +2) 
—= n(n— 3) (n’+2n’— 16% +8) 
Punkte übrig. 
Dies sind Punkte, deren eine Inflexionstangente der Geraden ZL be- 


oegnel, weil sie sich auf der Curve W=(P,».F") befinden; da sie aber auch 


auf T liegen, so muss in jedem eine Gerade die Fläche berühren, welche 
nochmals tangirt und auch die Gerade Z trifft; verschieden können aber diese 
beiden Tangenten nicht sein, weil sonst ihre Ebene, die Tangentenebene des 
Punktes, durch Z ginge, was doch nur bei den schon abgezogenen Punkten 
r geschieht. Also haben wir es entweder mit Biosculanten oder mit Inflexions- 
tangenten zu thun, die noch in einem andern Punkte einfach berühren. Nach 
No. 1 ist die Zahl jener 2» (»—3)(3n—2) und ist doppelt zu rechnen, da der 
Berührungspunkt einer Biosculante zwei benachbarte Punkte von T, wie auch 
von WW repräsentirt, denn die Biosculante ist erstens eine Doppeltangente und 
zweitens in zwei auf einander folgenden Punkten Inflexionstangente. Also 
ergiebt sich die Anzahl der die Gerade Z treffenden Wendetangenten, welche 
noch in einem andern Punkte einfach berühren, 

— n(n—3)\(m’+2n’—16n+8) — An (n—3)(I3n—2) = n(n—3)(n—4)(n’+6n—4). 
Folglich ist die Fläche Z der Wendetangenten T;,,, welche ausser ihrer 
Osculation mit F" noch eine einfache Berührung eingehen, vom Grade 
n(n—3)(n —4) (n’+6n—4). 

5. Da die Curve W (No. 2) einen ebenen Schnitt C" von F" in »(3n—4) 
Punkten trifft, so begegnen » (3»— 4) Wendetangenten, deren Osculationspunkte 
auf ©” liegen, der Geraden ZL, folglich erzeugen die Wendetangenten der Punkte 
von C" eine Fläche K vom Grade n(3n —4).&,Da_in jedem Punkte von €" 
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zwei Inflexionstangenten berühren. so ist C” ersichtlich doppelt auf K gelegen 
und repräsentirt, weil beide Mäntel von K, die sich in €" durchschneiden, 
die Fläche F” längs ©" osculiren, einen Schnitt von der Ordnung 2.3»; der 
übrige Schnitt M der beiden Flächen X und F” ist demnach von der Ordnung 
n (3n—4)—6n. In so vielen Punkten trifft derselbe also auch die Curve €” 
Ziehen wir von denselben die 3»(»—2)(”»—3) Punkte ab. in denen die 93» »—2) 
Inflexionstangenten von Ü” dieser Curve ausser in den Punkten der Oseulation 
begegnen, so bleiben uns diejenigen Punkte von Ü”, auf deren einer Inflexions- 
tangente ein vierter Punkt (von den »—3 auf der Curve M gelegenen) sich 
noch mit dem Osculationspunkte vereinigt hat, mithin die auf C* befindlichen 
Berührungspunkte 7, von Biosculanten T,. Nun ist 
n (3n— 4) —bn—In'n—2)(n-3) = »(11a— 24). 

Folglich ist die Curce (r,) der Berührungspunkte der vierpunktig berüh- 
renden Geraden T, von der Ordnung n/11n—24), weil sie in so vielen Punkten 
der Ebene von Ü” begegnet. 

6. Die Wendetangenten von F”, welche einer Geraden L begegnen, 
erzeugen eine Fläche J von dem Grade n(n —4). denn von jedem Punkte auf 
L gehen »(n—1)(n—2) Wendetangenten aus *) und in jeder Ebene durch Z 
liegen 3r(»—2). Die Summe dieser beiden Zahlen ist aber »(» — 4); auf 
J ist die Gerade L »(»n—1)/n—2)-fach. — Die Osculationscurve dieser Wende- 
tangenten ist, weil in jedem der » Punkte s zwei osculiren. die im Allge- 
meinen nicht in eine beliebig durch ZL gelegte Ebene fallen. von der Ordnung 
3n(n— 2) +2n=n(3n—4),. worin wir das schon in Nr.2 erhaltene Resultat 
wiederfinden, mit dem Unterschiede freilich, dass dort diese Curve als Schnit! 
von F” mit einer Fläche von der Ordnung 32—4 erkannt wurde. was sehr 
wesentlich ist. 

7. In No.3 fanden wir, dass die Curve der Berührungspunkte der 
die Gerade L treffenden Doppeltangenten der Fläche F” von der Ordnung 
n(n—3)(n’+2n—4) ist und also in so vielen Punkten der Schnittcurve €” 
begegnet; daraus ergiebt sich, dass die Doppeltangenten, deren einer Berüh- 
rungspunkt auf ©” liegt, eine Fläche / vom Grade n(»—3)(n + 2n—4) er- 
zeugen, welche die Curve Ü" zur (a—3)(»—+2)-fachen Curve besitzt, da. 
wie schon mehrmals erwähnt. in jedem Punkte von F* (na—3\r-+?2) noch an 
einer andern Stelle berührende Geraden tangiren. Alle (»—3)r2-+?2) Mäntel 


*) Teoria delle superficie, Nr. 67. 
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der Fläche 4, welche sich in dieser vielfachen Curve ©” durchschneiden, 


tangiren F" längs derselben; ./ hat also mit F* ausser C" noch einen Schnitt 
von der Ordnung 


n (n—3)(n’+2n— 4) — Rn(n—3)(n+2) = n(n—3)(n—2)(n’-+4n--2) 
semein, welcher ersichtlich in zwei Theile zerfällt, die Curve B der zweiten 
erührungspunkte der einmal auf C* berührenden Doppeltangenten und die der 
ferneren einfachen Schnittpunkte S. B ist offenbar doppelt zu rechnen. Die 
Schnittpunkte derselben mit C” sind erstens die »(n — 2) (n’--9) Berührungs- 
punkte der Doppeltangenten von C”, von denen jeder bei seinem Genossen 
auftritt, und zweitens die »(11»—24) Berührungspunkte von Biosculanten, 
die nach Nr.5 auf CE” liegen; folglich hat die Berührungscurve B die Ord- 
nung (2 — 2) (an —9) +n(112 —24) = n(n’ — 2n’+2n—6). Die zweiten Be- 
rührungspunkte aller Doppeltangenten von F", deren einer Berührungspunkt 
auf einer ebenen Schnilteurve liegt, bilden eine Curve von der Ordnung 
(m — Rn +2n—6). Folglich ist die Ordnung der Curve S der einfachen 
Schniltpunkte 
n(n— 3)(n — 2) (m + An -+2) — Ran (n’— An’+ Rn — 6) = n(n—4)(n’-+n’— An —6). 
Die einfachen Schnittpunkte aller einmal auf C" berührenden Doppeltangenten 
von F" erzeugen also eine Curve von der Ordnung n(n—4) (n’ + n’— An— 6). 

Unter deren Begegnungspunkten mit C” befinden sich auch die 
In(n— 2) (an —9)(» —4) einfachen Schnittpunkte der Doppeltangenten von C" 


und zwar jeder doppelt, da er bei beiden Berührungspunkten auftritt; ziehen 
wir diese ab. so bleiben 


n(n— N) (n’+n’— An — 6) —n(n— 2) ("—9)(n—4) — n(n— 4) (In’+5n — 24) 
Punkte. Das sind Punkte von C”, in denen eine Doppeltangente berührt, von 
deren einfachen Schnittpunkten mit F" sich noch einer mit dem Berührungs- 
punkte auf C” vereinigt hat, so dass die Doppeltangente eine Tangente T,; 
ist, deren Oseulationspunkt 7; auf C” liegt. Demnach bilden die Osculations- 
punkte 7, derjenigen Geraden T,,, welche F" an einer Stelle osculiren, an einer 
andern einfach tangiren, eine Curve (1,) von der Ordnung n(n—4)(3n’+5n--24). 

8. Die in Nr. 6 betrachtete Fläche J vom Grade x(n’—4), gebildet 
durch die Wendetangenten der Fläche F", welche sich auf L stützen, hat mit 
F” ausser der Curve, längs deren sie osculirt, und welche von der Ordnung 
»(3n—4) ist, noch eine Curve von der Ordnung »°(n’— 4) — 3n (3n — 4) 
—= nu (m — 13n +12) = n(n— 3) (n’--3»—4) gemein, welche auch in so vielen 
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Punkten der Curve C” begegnet. Folglich ist die Fläche 12 der von den 
Punkten auf ©" gelegten und anderwärts osculirenden Inflexionstangenten vom 
Grade n(n—»3)(n+3n—4). Da von jedem Punkte auf F* (n—3)(m +2) 
anderwärls osculirende Wendetangenten ausgehen *), so ist C” auf [2 eine 
(»—3)(n’-++-2)-fache Curve; demnach haben F”" und 2 noch einen Schnitt 
gemein von der Ordnung 
n(n—3)(n + 3n —A)—n(n—I3) (m +2) = n(n—3)(n"’+Rn’—4An— 2). 
Diese Curve zerfällt auch in zwei Theile, nämlich den Ort 0 der Osculations- 
punkte der von den Punkten auf C* ausgehenden Wendetangenten, welcher drei- 
fach zu rechnen ist, und den Ort I der im Allgemeinen nicht auf €” gelegenen 
einfachen Schnitipunkte dieser Tangenten. Die Begegnungspunkte der Curve 
0 mit ©” sind erstens die »(11»—24) Berührungspunkte von Biosculanten, die 
sich auf €” befinden, und zweitens die 3»(»—2) Wendepunkte von C“, deren 
jeder bei den »—3 weiteren Schnittpunkten seiner Wendetangente auftritt; 
folglich ist O von der Ordnung »(11»—24) -- (n—3) 3n (n—2) = n (3m —An—6 \. 
Die Osculationspunkte der von den Punkten der Curve C" an F" gelegten 
Inflexionstangenten erzeugen eine Curve von der Ordnung n\3n —An—6). Mit- 
hin ist die Ordnung der Curve I n(n— 3) (n’+2n’— An — 2) — In (3n’— An— 6) 
— n(n—R)(n—4)(n +59n+3). Die übrigen im Allgemeinen nicht auf C" ge- 
legenen einfachen Schnittpunkte der sich auf C" stützenden Wendetangenten 
der Fläche F” bilden eine Curve von der Ordnung n(n—2)(n—A)n +59n-- 9 
Unter den Begegnungspunkten dieser Curve mit €” befinden sich offenbar die 
(rn —3)3n(n— 2) einfachen Schnittpunkte der Wendetangenten von Ü” und 
zwar jeder (a—4)mal, da er bei seinen „—4 Genossen auftritt; es bleiben 
folglich 
n(n—R)\(n—4)\(n’+5n+3)—In(n—2)(n—3)(n—4) = n(n—2 (n—I)in’+2n+12). 

Das sind Punkte auf C”, von denen solche anderwärts osculirende Inflexions- 
tangenten ausgehen, von deren »—4 übrigen einfachen Schnittpunkten sich 
noch einer mit dem Punkte auf ©” vereinigt hat, also welche auf Ü* tangiren. 
mithin Gerade T,»,. 

Demnach bilden die Punkte 7, der einfachen Berührung derjenigen Ge- 
raden T,,, welche F" an einer Stelle osculiren, an einer andern einfach tan- 


giren, eine Curve (1,) von der Ordnung n{n— 2) (n—A\\n’+2n+12). 


*) Teoria delle superficie No. 70. 
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9. Auf ähnliche Weise können wir die Ordnung der Curve der Be- 
rührungspunkte der dreifachen Tangenten von F” ermitteln. In No. 3 ergab 
sich die Fläche D der die Gerade Z, treffenden Doppeltangenten von F” von 

Ordnung (»+1I)n(n—2)(n— 3) und die Curve T ihrer Berührungspunkte 
von der Ordnung x(n—3)(» +2»—4A); mithin durchschneidet D die Fläche F” 
noch in einer Curve von der Ordnung 

n(n+1)(n ET (n— 3) (n’-+2n-—-4) = n(n—3) (n—4) (n’-n—2). 
welche der Curve CE” demnach in so vielen Punkten begegnet. Folglich er- 
sengen die von den Punkten von Ü" ausgehenden und anderwärts doppelt be- 
rührenden Geraden eine Fläche PD vom Grade n(n —-3)(n—A)(n-n—R);, da 
jeder Punkt von F" 4(n—3) (»—4)(n’-+n-+2) an andern Stellen berührende 
Doppeltangenten aussendet *), so liegt U” auf PD ınm—S)(n—A)n +n+2)-Tach, 
und & hal mit F” ausser CE" noch eine Curve gemein von der Ordnung 


ww 


(n-3)(n-4)(n +n-2)—Ann—3)(n-4)(n’+n+2) = In(n—3)(n-A)(2n’+n’—5n-2), 
welche wiederum in zwei Theile verfällt die Curve H der Berährungspankte 
der aus den Punkten von C* gesandten Doppeltangenten und die der übrigen 
im Allgemeinen ausserhalb C" befindlichen Schnittpunkte derselben, L. Die 
Begegnungspunkte der Curve H mit C” sind erstens die »(n—2)(n’—9) Be- 
rührungspunkte der Doppeltangenten von Ü”, jeder (»—4)-fach gerechnet, weil 

bei den »—4 einfachen Schnittpunkten seiner Doppeltangente auftritt, und 
zweitens die »(»n—4)(3rn 4+52—24) Punkte von C”, in denen eine Gerade 
die Fläche F* osceulirt, welche noch anderwärts tangirt, folglich (Nr. 7) hat 
die Curve H die Ordnung 

nn -2) (an —9) (n—4)-+n (n—4) (3n’+5n—24) = n(n—4) (n’+n’—An—6). 
Legt man also von allen Punkten der Curve C" an F" die Doppeltangenten, so 
erzeugen deren Berührungspunkte eine Curve von der Ordnung n{n-A\n’+n’—An-6). 
Für die Curve Z bleibt deshalb die Ordnung 
Iin(n— 93) (n —4) (2n’+n’— In —2) —2n(n 4) (n’+n’— An — 6) 
— In(n—?2) (an — 4) (n—5) (An’+9n-+3). 

Die einfachen Schnittpunkte der obigen Tangenten mit F" (ausser dem auf 
(", von welchem die Tangente ausgeht) bilden eine Curve von der Ordnung 
ln 2) (n—I)n—H)(2n’+9n-+3). 
Ziehen wir von den Begegnungspunkten dieser Curve mit U” die 


Inin—2)(a —9)(n—4) einfachen Schnittpunkte der Doppeltangenten von €", 


”) Teoria delle superficie No. 70 
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jede ubei seinen n—5 Genossen gerechnet, ab, so bleiben 
In(n—2) (n—4) (n—5) (2n’-+Dn+3)— In(n—2) (n —9) (n—4)(n—5) 
— In (n—?2) (n—4)(n—5) (n’+59n+12) 

Punkte übrige. Von diesen Punkten auf C* gehen Doppeltangenten aus, von 
deren n—5D übrigen einfachen Schnittpunkten sich noch einer mit dem auf (” 
liegenden vereinigt, so dass die Gerade dort eine dritte Berührung eingeht. 
Also ost die Curve der Berührungspinkte der dreifachen Tangenten der Flache 
F" von der Ordnung Yn (n—2) (n-—A) (n—5)(n’+5n--12). 

I0. Die Fläche V der Bioseulanten T, ist vom Grade 2nin—3)(3n—2 
und hat mit der Fläche F” ausser der Bioseulationseurve (r,). welche die 
Ordnung »(11»—24) hat, noch eine Curve von der Ordnung 2n’n— 3) 3n—2)— 
An(11n—24) = 2n(n-—-4)\(3n’+n—12\ gemein. Demnach giebt es auf F” stets 
eine Curve von der Ordnung ?n(n—4)(3»"+n— 12). deren Punkte je eine 
anderwärts vierpunktig berührende Gerade aussenden. — Ebenso hat die 
Fläche Z der Geraden T‘,,,. welche F” an einer Stelle osculiren, an einer 
andern tangiren, da sie vom Grade n(n— 3) (n—A)(n + 6n—4) ist. mit F” 
ausser der Ösculations- und der Berührungscurve, deren Ordnungen resp. 
nn— AH) 3n’+In—24) und nin—2)(n—4A)(n’+2n-+12) sind. noch eine Curve von 
der Ordnung 
n(n—3)(n—4)(n +6n—4)— Inn —A\ Inn — 24) —2n(n—2)\(n—4\n +2n-+12) 

nn —4)(n—5) (n’+6n’—n—24) 
gemein; also bilden die Punkte auf F”, von denen Gerade ausgehen, die diese 
Fläche an einer Stelle osculiren. an einer andern tangiren, eine Curve von 
der Ordnung »(n—4)(n—5 )(n’+6n —n—24). 

11. Die ersten Polaren einer Geraden @ in Bezug auf F” bilden ein 
Büschel B"' (a—1)!® Ordnung, welches durch die Ebene von (Ü* in einem 
Curvenbüschel dieser Ordnung geschnitten wird: »(3»—D) Curven desselben 
berühren die Curve ©” *), mithin treffen »(3»—5) Schnittgeraden von Tangenten- 
ebenen der Fläche F” in Nachbarpunkten von Ü* die Gerade @: dies sind 
Generatricen der developpablen Fläche A, welche F" längs ©" umschrieben 
ist; also ist diese Fläche von der Ordnung n(3n—D). 

Dass sie von der Klasse »(»—1) ist, ist leicht einzusehen. Die 
Fläche A schneidet F” ausser in der Curve (C", längs deren sie sich berühren. 


in einer Curve U von der Ordnung »(32—9)—2n = nın—2)\3r+1). welche 


*) Cremona, 'Teoria delle curve piane Nr. ST. 
Journal für Mathematik Bd. LXXI. Heft 4, Io 
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C" ebenso oft trifft. Die Erzeugende der Fläche A, welche F" im Punkte p von C* 
berührt, ist ersichtlich die conjugirte Tangente zu der Tangente der Curve 
C* im Punkte p, folglich den beiden Inflexionstangenten des Punktes p har- 
monisch zugeordnet *); daraus geht hervor, dass, wenn die Tangente von C” 
selbst eine Inflexionstangente ist, ihre conjugirte, also die Generatrix von A 
mit ihr zusammenfällt; die 3n(n—2) Wendetangenten w der Curve C" sind 
demnach Erzeugende der Fläche A und bilden mit C” einen vollen ebenen 
Schnitt. Die 3»(»—2)(»—3) einfachen Schnittpunkte dieser Wendelangenten 
gehören zu den x(»—2)(3»+1) Begegnungspunkten (C*, U). Die weitern Be- 
gegnungspunkte weisen auf Generatricen hin, auf welchen sich mit dem auf 
C” gelegenen Berührungspunkte p noch einer von den »—2 übrigen, auf U 
liegenden Schnittpunkten vereinigt hat, welche mithin in p osculiren, also selber 
Inllexionstangenten sein müssen. Da aber die Generatrix g von A stets der 
Tangente £ von C" in p in Bezug auf die beiden Inflexionstangenten von p 
harmonisch zugeordnet ist, so können hier, wo g selbst osculirt, nur zwei 
Fälle eintreten: entweder, wenn p zwei verschiedene Inllexionstangenten hat, 
muss g mit Zidentisch, also t eine Wendetangente ww von EC” und p deren Wende- 
punkt » sein; oder p hat nicht zwei verschiedene Wendelangenten, ist also 
ein parabolischer Punkt, und g muss sich mit der einzigen Wendetangente 
vereinigen. Die nach Abzug der oben erwähnten Punkte übrig bleibenden 
n(n— 2) (3n+1)—In(n—2) (n—3) = 10n (n—-2) müssen sich also zusammensetzen 
aus den 32(»—2) Wendepunkten der Curve Ü”" und aus den 4x»(2»—2) Punkten 
der parabolischen Curve, die auf C” liegen **); woraus hervorgeht, dass die 
erstern doppelt zu rechnen sind. Die Curve U berührt also in den Wende- 
punkten von C” diese Curve C”", was damit zusammenhängt, dass die Cuspidal- 
curve von A (welche von der Ordnung 6x(»—2) ist, weil die ersten Polaren 


so vieler Punkte einer beliebigen Ebene — oder ihre Durchschnittscurven 
mit der Ebene von CE” — diese Curve dreipunktig berühren ***)) die Curve 


C” in deren 3»(a—2) Wendepunkten tangirt (mithin die Ebene von ©" sonst 
nicht mehr schneidet) und also auch die Fläche F”. 

12. Der berührungskegel 8 von einem Punkte B an die Fläche F", wel- 
cher von der » (a —1)!" Ordnung und der »(»n—1) 'n Klasse ist, durchschneidet 
die Fläche F" ausser in der Berührungsceurve B n{n—1)'” Ordnung noch in einer 

*) Teoria delle superficie No. 31. 
#*) Ebenda No. 617. 
*##) Teoria delle curve piane No. 103. 
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zweiten Curve ©, deren Ordnung n(n—1)— ?2n(n—1)=n(n—1)(n— 2) ist. 
Dieselbe begegnet der Berührungscurve D so oft, als sie die erste Polarfläche 
PP" von ® trifft, also n(a—1)' (n—2)-mal. Diese Begegnungspunkte müssen 
sich nothwendig auf die Osculationspunkte der von ‘B ausgehenden Wende- 
tangenten und die Berührungspunkte der durch ® gelegten Doppeltangenten 
vertheilen. Jener sind »(»—1)(»—2), die Zahl dieser ist 2.!n(»—1 )(n—2)(n—9); 
damit sie zusammen »(n—1)(n—?2) geben, muss die erstere Zahl verdoppelt 
werden. 

Im Allgemeinen trifft eine Kante des Kegels X die Berührungscurve 
93 in einem Punkte und damit F” in zwei Punkten, also ausserdem noch in 
n—?2 der Curve © angehörigen Punkten. Jede der »(n—1)(n—2) von ®B 
ausgehenden Inflexionstangenten @» berührt im Osculationspunkte », der ja auf 
der zweiten Polarfläche von ® liegt, welche die erste von ‘B in Bezug auf B"-' 
ist, diese letztere Fläche ’B""', also auch die Berührungseurve, trifft dort die 
Fläche F" in 3 benachbarten Punkten und ausserdem dieselbe noch in na —3 
der Curve S angehörigen Punkten &', welche Rückkehrpunkte von S sind. 
da » eine Rückkehrkante von 8 ist. Eine beliebige durch » gelegte Ebene 
schneidet & noch in »(a—1)—2 Kanten; auf » und auf diesen müssen sich 
die »(n—1)(»—2) Spuren der Curve © befinden. Auf w liegen die »—3 
Spitzen »' und der Punkt o, auf den »(a—1)—2 Kanten |» (nr —1) —2] (n—2) 
gewöhnliche Punkte, also haben wir in © 

n(n—1)(n—2)—(n—3)2— [n(n—1)—2](n—2) =2 
Punkte von © zu suchen. Jede der 4n(»—1)(2—?2)(»n—3) von B ausgehen- 
den Doppeltangenten trifft B in zwei Punkten Ö und in denselben F” viermal, 
also ausserdem noch in an—4 Punkten Ö’, durch welche S zweimal geht; man 
findet wieder leicht, dass wir in den beiden d 
n(n—1)(n —2) — (n—4)2 — |n(n—1)—2](n—2) = 4, 

in jedem also zwei Punkte von © zu suchen haben. Es berührt in jedem 
der Punkte d und w die von B ausgehende Gerade (Doppeltangente oder Wende- 
tangente) die Curve ©. Da aber die Doppeltangenten die erste Polarfläche 
nicht tangiren, so schneidet © dieselbe blos in den Punkten Ö, hingegen in 
den Punkten », in denen ja die Wendetangenten ®"”' tangiren, wird diese 
Fläche von S berührt; daher war bei der obigen Betrachtung die Zahl der 
Ösculationspunkte zu verdoppeln. 


Bromberg, März 1870. 
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Beweis der Hermiteschen Verwandlungstafeln für 


die elliptischen Modularfunctionen. 
(Von Herrn L. Schläfli in Bern.) 


I seiner Schrift „sur la theorie des equations modulaires et la re- 
solution de l’@quation du einquieme degre“ (1859) hat Herr Hermite zwei Tafeln 
für die Verwandlung der zwei Modularfunctionen ki, (kh’)ı» gegeben, ohne, 
wie es scheint, deren Beweis irgendwo mitgelheilt zu haben. Ich hatte diese 
Schrift vor längerer Zeit mit grossem Interesse gelesen und mir namentlich 
auch über die genannten zwei Tafeln Rechenschaft gegeben. Ich kam in dieser 
Beziehung zur Erkenntniss, dass man, um die Hauptgattung der Substitutionen, 
wo das Modulquadrat in sich selbst verwandelt wird, von den fünf übrigen 
Gattungen zu trennen, mit Vortheil eine Kettenbruchsentwicklung gebraucht, 
wo alle Theilnenner gerade sind, aber sowohl positiv als negativ sein dürfen, 
und dass eine solche immer möglich ist. wenn Zähler und Nenner der zu 
entwickelnden Rationalzahl modulo 2 incongruent sind. Mein hochgeschätzter 
Freund, Herr Königsberger in Heidelberg, halte unlängst die Güte, mir uner- 
warleier Weise einen Beweis der ersten Hermiteschen Tafel, der in den mathe- 
matischen Annalen von Ülebsch und Neumann erschienen ist, zuzusenden. 
Da seine Behandlung der Sache von der Art, wie ich mir dieselbe zurecht 
gelegt habe, verschieden ist, so ergreife ich den Anlass und nehme mir die 
Freiheit, hier meine Ansicht des Gegenstandes auszusprechen. 

I. Denkt man sich die zwei Periodieitätsmaasse elliptischer Functionen, 
die Jacobi mit 2K, 2iK’ bezeichnet, als Functionen des Modulquadrats x = k', 


. . u y . . 16 
die zunächst für den Fall, wo x zwischen O0 und 1 liegt, und log — reell 


verstanden wird, durch 


- 4 —ı] ’ 
Al) = az ( *) =, 
b n—=U n 


EU 16 N, EN: 
La) =ıi2 ( R )® (le 4 ee ı5t tg) 


n—ıU) 





bezeichnet und definirt werden mögen, so bekommt dieses Functionenpaar 0, 
I. © zu logarithmischen Polen, und man hat in Bezug auf den Pol 1 die 
Transformation K(l—ır) = —iL(e),. Li1l—a)=ihk(e). Macht x etwa von 
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einem ursprünglichen Stande M zwischen O und 1, wo die Summenreihen als 
Werthe der zwei Functionsstämme gelten, 4 Umläufe um O und kehrt nach M 
zurück, so ist ein Zweigpaar Kix), 24.K(x@)--L(x) entstanden, das also durch 


die Substitution 
55 m we 


in das Stammpaar verwandelt wird. In derselben Weise entspricht « Um- 
läufen um 1 die Substitution 


4) er D6: ud 


Gebraucht man die nöthige Vorsicht in der Auffassung des Weges der unab- 
hängigen Variabeln x, so haben diese Substitulionen unbeschränkte Geltung 
und man kann sie zusammensetzen. Läuft z. B. das Modulquadrat x von M 
aus, wo das Stammpaar gilt *), 4 Male um 0, dann « Male um 1 und kehrt 


nach M zurück, so entsteht ein Zweigpaar, das durch die Substitution 


12901:0)=G:0G.- u) > (1:2): 2u) 


im Stammpaar ausgedrückt wird **). Bedeuten nun a,, bi, &, bs. ... a,, b, 
gerade Zahlen, die positiv oder negativ sein können, und von denen entweder 
a, oder b, oder beide zugleich Null sein dürfen ***), und läuft die Variable 
x von M aus 4a, Male um OÖ, dann — 45, Male um 1, dann 4a, Male um 0, 
dann — 4b, Male um 1. und so fort, endlich —!b, Male um 1 und kehrt 


nach M zurück, so möge das so entstandene Zweigpaar durch die Substitution 


eG. . Y “. . 
% 5) im Stammpaare ausgedrückt werden. Dann ist 


ea yrh 1. We b, 4 aM 4ER Ä ee 


und wenn man gewisse ganze Functionen der Elemente a,. b,, ... b,, die 





*) Der Weg der Variabeln x besteht eigentlich aus « Umläufen um 1 (am 
Ende dieser Umpiiklung liegt das Argument des Zweigpaares, in welches die voran- 
gehende Substitution transformirt, und welches durch die nachfolgende Substitution in 
das Stammpaar transformirt wird), aus — a Umläufen um 1, aus A Umläufen um 0 
und endlich aus « Umläufen um 1. 


*#*) Damit in der Zusammensetzung alle elementaren Substitutionen gleichartig 
werden, gebrauche ich solche, deren Maass —1 ist; die Auflösung der zusammenge- 
setzten Substitution entspricht dann genau dem Process der Kettenbruchsentwicklung. 


*##\ Ein inneres Fr dieser Zahlenreihe Null anzunehmen, liegt keine 


Veranlassung vor, da pt + 2 Un e) —— G er Eu ist. 
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ich mir Kettenausdrücke zu nennen erlaube, auf dieselbe Weise bezeichnet. 
wie Gauss in den disq. arithm. $. 27, so hat man 


a = Ib, Uyn... a,]» P= [di» Ayy... An, b.]» 


v=[a,5b,%;,...@]:; d= [a,,b,,42,...a,,b,], 
ferner @&J—9y—=1; P, y sind gerade, und «= d==1 (mod. 4). Umgekehrt 
kann jede Substitution (3) deren Maass 1 ist, und wo «e==1 (mod. 4), 


P=y==0 (mod.?2), in eine gerade Menge elementarer Substitutionen er) 


aufgelöst werden. Wenn nämlich d abs. >y, so ist es möglich, die ratio- 
ä Be nZ m ’ . 
nale Zahl T] in einen Keltenbruch mit lauter geraden Theilnennern a,, bi, ... 


a,, b, (a, wird null sein, wenn d abs. <?), deren Menge gerade sein wird, 
zu entwickeln; und wenn d abs. <y, so entwickle man Z in einen Ketten- 


bruch mit lauter geraden Theilnennern «,,. b,, ... a,, deren Menge wegen 
der geraden Eigenschaft des Zählers 7 ungerade sein wird, und nehme 5, = O0 


als Werth des Ketten- 


b, be- 
trachten,. was freilich auf dasselbe hinauskommt, wie wenn er nur die 2n— 2 


. Ö 
als letztes Element hinzu, so kann man nun auch ; 
| 
bruchs mit der geraden Menge gerader Theilnenner a, b,, ... a 


n 


n 9 


Theilnenner a,, bi, ... d,_, hätte. Zum Behufe der spätern Betrachtung muss 
ich nun wissen, wie diese ganze Function, die ich Kettenausdruck nenne, 
vollständig entwickelt beschaffen ist. 


2. Ein Kettenausdruck ist eine Summe, die das Product aller seiner 
Elemente und alle diejenigen Producte enthält, die durch Weglassung eines 
oder mehrerer Paare unmittelbar auf einander folgender Elemente entstehen; 
die weggelassenen Paare selbst brauchen nicht unmittelbar auf einander zu 
folgen; ist die Menge der Elemente gerade, so können die weggelassenen 
Paare die Gesammtheit der Elemente ausmachen, und dann ist 1 als Term 
hinzuzusetzen. Hieraus folgt sogleich « == d==1 (mod. 4); 


Pz=b+b+"+b, yza+a+--+a,  (mod.$). 
Aber im Folgenden haben wir nöthig, I&a und Ib nicht nur (mod. 8), sondern 
(mod. 16) durch «, /, y, 0 darzustellen und zwar so, dass eine Multiplication 
der vier Substitutionselemente mit —1 die Ausdrücke für Fa und 3b nicht 
ändert. It A=a,+@+'--+a,= a, und bedeutet M die Summe der binären 
Producte im Kettenausdruck für «, und N die Summe der ternären Producte 
im Keltenausdruck für y, so ist «= 1--M, y== A+N (mod. 16), und A, M, 








Schläfli, zur Theorie der elliptischen Modularfunctionen. 363 


« 


N sind resp. durch 2, 4, 8 theilbar; daher @&— A== N-+ AM (mod. 16). Setzt 
man nun der Kürze wegen AA = m; +@m+-::-- ra, A=4 +94 +a,, ie 
A, u d„-ı + d, . A ns d, . so ist 
M= b, A, + b; A +++ D,— a; 9 
N — b, A, (A—A,) + b» As (A -A;) 1 .. I Bi Ai (A —A 


—= AM-(b,A+b,A?+--+5b,_,4}_,) 


n- 


n—1, 


Da nun 2ZAMN = O0 (mod. 16), so folgt 
A-y =bA+b%A;-+"++b,_1Ä, (mod. 16). 


n—I 
Aber A,(A,—2) ==0 (mod. 8), weil A, gerade ist, und so fort. Daher auch, 
weil b,,. b2. ... b,_, gerade sind, 
A-aoy =R(b, A, +b,A:+-+b,_1A,.) =r2(ea—1) (mod. 16); 


und weil @==1 (mod. 4), so ist 2=«@-+1 (mod. 4); folglich 2(« —1) = 
(e-+-1)(@—1) (mod. 16). Also endlich 


a+9+--"+a, = oy+ea—1 (mod. 16). 


ein Ausdruck, der sich nicht ändert, wenn «, /, din —a, —P, - — 0) 


/> ’ Di. 
übergehen. Liest man die Reihe der Elemente rückwärts, so hat man ebenso 
b,+b.-+---- Hb,= oß+o”—1 (mod. 16). 

3. Wir wollen nun das Modulquadrat x als Function des Verhältnisses 
der zwei Periodiecilätsmaasse betrachten und setzen zunächst für die Functions- 
stämme, wenn x noch auf ursprüngliche Weise zwischen O und 1 liegt, 


L(x) 


. EN Be ne FE YO Be 
K(z) 2. 113 = log q, = \2) 1-4 =ı„ (3)s z(1—x) = u (3), 





| 


und verstehen im genannten Falle p(z), 2(z),. w(z) positiv. Nach Jacobis 

fundamenta p. 89 ist dann 

. =. BE. 

= Di4g) „,, _ Bi-) FE... 
Hi-tg) > #8) Tarmy’ POT Tate)’ 





p(2) = Re 
wo » jede positive ganze Zahl, m jede positive ungerade Zahl bedeutet. Ferner ist 


f (2) = x(3) x(- —.) = Y(2), v(—) = w(2). 


Befreit man in diesen Formeln das Periodenverhältniss 3 von der Beschränkung 
lateral (also q von derjenigen reell) zu sein, und setzt abkürzend 


int 


= log o, Yo loge, 
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so folgt aus denselben sogleich 








dee WE ERERRN, „2 
p(1-+-2) 5% ı1+2)= 5° v(1-+2) 37; 


Von diesen einfachsten Verwandlungen, aus denen, wenn man ihre Inversionen 
hinzu nimmt, alle übrigen zusammengesetzt werden können, werde ich später 
Gebrauch machen. Jetzt betrachte ich nur diejenigen Verwandlungen, die den 
obigen der Periodicitätsmaasse K(x), L(x) entsprechen, wenn x =” entweder 
d 


r .. » b r .. y 
5 Umläufe um 0, oder 2 Umläufe um 1 macht und auf denselben Werth zu- 


rückkehrt ; sie sind, wenn man die dritte Modularfunction vorläufig ausser Acht lässt: 


— 5, 


p(a+3)=e"Y(2), yla+2)=x(2); en =o(2) X a) y\2). 


y 
& . > . . . 
Man hat also. wenn P oenau dieselbe zusammeneesetzte Substitution be- 
y.6)® o 





deutet wie oben, worin also nicht nur ?, 7 gerade sind, sondern namentlich 
auch « = 1 (mod. 4), 








y +03 2 Y I: PR 
yo —— ) = 0” o(z), = 0""x(z) 
w A=Iı=oy+e—1,B=->=— in (mod. 16) vermöge 


der in $. 2 BA Rechnung. Da nunmehr die Ausdrücke sich nicht 
ändern, wenn die vier Substitutionselemente entgegengesetzt genommen werden, 
so fällt die Bedingung «== 1 (mod. 4) weg, und nur die Bedingung, dass /, 
y gerade seien, bleibt übrig. 

ss giebt für die Exponenten A, 5 noch andere Ausdrücke, die eben 
so einfach sind wie die soeben gefundenen. Da «d = Py+1==1 (mod. 4), 


so ist «= 0) (mod. 4), folglich @—0d entweder = 0 oder = . upeip 8). Im 


zweiten Falle ist @d==5, daher %y==4 (mod.8), folglich sind 5 a I ungerade. 
; .Ö 
Da nun auch —— ungerade ist, so folgt +0+d=0, y+a«+d=0 (mod. 4). 


In beiden Fällen hat man also: 
(e—-IYy+ta+I)=(, (e—0d)(P+ae+d)=0 (mod. 16); 
daher auch 
A=zy+ae—l1=yd+d’—1, B=—oß+ae—1= —P0d+0d’—1; 


fener A+b=o(y 





—=0(y—P) (mod. 16). Da nun 
(Pr +N de (NIE, I(Py+NM—a=e(ld-I)=E 0 (mod. 8). 


so folgt, wenn man diese zwei Congruenzen mit der geraden Zahl 7— 














mu 


wi 


si! 


erl 


ın 
> 


ZW 


wo 


wo 


zur 


ger 
wo 
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multiplieirt, . 
A+B= (P—y)(aßy—0d) = (P—y) (Pyd—e) (mod. 16), 


was bei der Verwandlung der dritten Modularfunction wird benutzt werden. 


4. Sind einmal die Exponenten A, B bei der Hauptgattung der Sub- 
stitutionen gefunden, so ist das Geschäft bei den fünf übrigen Gattungen bald 


erledigt. Da > | | 
® 27, RER 
(0 1) an er o40G 5 


so findet man mit Hülfe der schon angeführten Ausdrücke für 4 (+4), etc. 











3 er 1 ö S ee 1%) 
ee 9)’ ı(7p)=e TO 


2 


Es sei fortan Z= 75 
I 


| a 


: ed — —1. 


/ 


0 
Wenn nur / gerade ist, so ist En Dr 3. EuT, .„ wo nun die 


zwei Substitutionselemente y—0d, #3 gerade sind. Man hat also 


= 


Ds 


2 p(z n 3 
=, Dee: 


=yd, B=—Pd +0 —1 ae 16). 
.B—a 

y.d—7 

Elemente 5—« und y gerade sind. Daher hat man 


r 1 r > 2 (2) 
p(Z) — 0“ (ZZ) = o#® A\R, 








wo A=1+[(y—0)d +0" 


Wenn nur y gerade ist, so ist re = du er ), wo die zwei 


—-- (Z)= . 
AT 
w A=oy+ed—1, B=—-1+[—-e(P—e)— e' +1] = —oP (mod. 16). 

Die drei noch übrigen Gattungen kommen auf die behandelten drei 
at a.ß O.1N/—r7.—0 x R i 
zurück, indem man 2. durch ar} z 3) ersetzt. Man gewinnt fol- 
sende Uebersicht. wo die Gattungen nach Herrn Hermite beziffert sind. und 

wo durchweg der Modul 16 gilt. 

1.) P,y sind gerad. y(Z)=e’y(2), x(Z)=e”y(e), 
Azy+®—1=yd+d—1, Bz=-eoß+e—1= — Bd +0—1, 
A-B=eo(ß+y)=0d(ß+y), A+B=(P-y)(epy—0) = (P-y)(Pyd—e). 

1 





: ’ ’ £(% 4 > 
(V.) Nur ß ist gerade. y(Z) = eo” En „ x(Z)=0"——., 
X (3) KR) 


Az=zyd, Bzoapte—1=—Ppd+N—1, 
A-B=zoa, A+B=(P-y)(Pyd—e). 
Journal für Mathematik Bd. LXXII. Heft 4. 47 
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2. ' ” i 
(IL). Nur y ist gerade. p(Z) = eo" TO 4(Z) = o® ar 
A=oyt@-1=-yd4+R-1, B=-af, 


A-B=ß0, A+B=(P—y)(epy— 0). 
I.). eo, d sind gerade. y(Z)=o"z(s), (2) =o"yp(a), 
AZ - yo - y—1: PI-+[P? —1. B — 0y | y' | oe +P—1, 


A-B=y(a—-d) = —P(a—d), A+B= (a-+d) (P—ayd) = (a +d)(apd— 
(VL). Nur @ ist gerade. y(Z)= eo" en ı(Z) = oe” n = : 
A=-yd, B=z=-ay-+y'— — oB+ Pf —1, 
A—Bz=ß0d, A+Bz= (a-+0)(P- ayö). 
(IV.). Nur Ö ist gerade. y(Z)=o"- E y(Z) = 0” 7) a 
2%) A\%) 
Azyd+r—I1=ePd+P—1, B=op, 
A—-B=oy, A+B = (a-+0) (ad — Y). 


Ich unterdrücke die Beweise, die für manche der hier vorkommenden 
Congruenzen noch zu geben wären, da sie den frühern ähnlich werden, wenn 
man die Hauptgattung der Substitutionen herstellt. Die Ausdrücke für A—-b 
y(% Bat s ' 
dienen zur Verwandlung von En und diejenigen für A-+DB werde ich so- 
gleich zur Transformation der dritten Modularfunction gebrauchen. 


+ ’ Ist ’ . 
9. Es sei logs = 57, und C ein modulo 48 zu bestimmender Exponen! 
zu e. Aus der vorigen Tafel ersieht man unmittelbar folgende drei Verwand- 
lungsformeln: 


wenn /, y gerade, oder wenn «, Ö gerade (I, I), w(Z) = e"wiz). 





wenn nur «, oder wenn nur y gerade (VI, Ill), w(Z) U) 





p(z) ’ 

/ > IN 7A } 3) 

wenn nur /, oder wenn nur Ö gerade (V, IV), w(Z)=«‘ Tor 
(3) 


Die vorige Tafel giebt „(z)4(z) mit einem Factor 
o* Bi gA+B) 
Da nun 3 zu 16 prim ist, so folgt C = A+B (mod. 16), und die Tafel giebt 
hierfür im Ganzen die vier Ausdrücke 
(e-+0)(P- eyd), (P-Y)(Pyd—a), (P-yY)(apy— I), (e+d)\(apd—y). 


Untersuchen wir dieselben modulo 3. so finden wir, dass alle vier mil 
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einander congruent sind. Unterscheidet man nämlich die drei Fälle: a) wenn 


ad =0, also %y = —1; b) wenn Py =0, also ed =1; ec) wenn od = —1, 
also 7 =1; so überzeugt man sich leicht. dass jeder der vier Ausdrücke 
wird: a) P(a@-+0), b) -0(P—Y), €) 0. Es ist ferner klar, dass 


modulo 3 die Nenner g(z), (2) auf C keinen Einfluss ausüben. da ihre Ver- 
wandlungen nur Polenzen von 0 = e’ mit sich führen. Man braucht daher nur 
einen der vier Ausdrücke, z. B. (u-4-J) (ef) ) zu betrachten. Behält er. 


f 


. 05 u 1 438 
wenn man eine der zwei Substilulionen und ( 1); aus denen und 


0. 
Rn 
deren Inversion man alle Substitutionen zusammensetzen kann, der vorliegenden 


> 
u, . D . ” . - " * . 4 
5 5) voranschickt, jedes Mal seine Form, und ist er für die identische Sub- 


. [3 ” . . .. * . * 1.0 . 
stitulion richlig, so ist er überhaupt richlig. Bei 6 j) ist der Ausdruck = (0, 
. » .. ), Is ‘ ” . FE, IN 
wie es sein soll. Lässt man [ ) der Substitution ( “) voraneehen. er- 
—1.0 fi: 0) ’ 
selzt demnach «, /, y, 0 resp. durch y, d, —a, —ß, so geht der Ausdruck 


in (#—y)(Pyd—e) über, hat also seinen Werth mod. 3 nicht geändert, was 


) 1 Ds . . 1.0 
mit v( 7) = w(Z) übereinstimmt. Lässt man 1) vorangehen. ersetzt 
demnach y, Ö resp. durch y-+e, d+Pß, so möge ( (so will ich den fraglichen 
7 a ‚ a “ a u Z 
Ausdruck für den Augenblick bezeichnen) in D übergehen. Da w(1+Z) -: ar 
| Z Yu 


so ist zu prüfen, ob D=(-+1 sei. Man hat 
D=(a+d+P), (ed —y+a(P®—1)), 
D-C—-od+Py=a(—1)(e +20) + P)= D-C—1: 
da PA —-N=0, so folgt D-C—-1=e(F?—1)(e—d). Wenn ?=0, so 
ist @—d=0; wenn ? nicht==0, so ist #’—1==0. Also ist stets D—- C-1==0. 





Demnach sind obige vier Ausdrücke für © nicht nur mod. 16. sondern auch 
mod. 3 richtig, und man hat folgende Tafel für die Verwandlungen der dritten 


Modularfunction: 
(1, w(Z)=eey(z), (VLID wiz)=e IE, WIN wei, 


Y 3) I 


wenn a gerade (I,VI), C=(«+0) (9 —eyO. 


wenn 5 gerade (I,V\.,. C=(P—-y)(Pyd—e). 

RER (mod. 43 
wenn y gerade (L, II), C=(9-—-y)(apy— 0). | 
wenn d gerade ( Il. wi. Gaeie — O\i CL| I — Y). 


6. Werden die zwei Periodieitätsmaasse 2K. 2iK’ als Functionen ihres 


Verhältnisses z betrachtet und mit K(z), Liz) bezeichnet. so kann man die 
Br 
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den sechs Substitutionsgattungen entsprechenden Verwandlungen des ersten 
Periodicitätsmaasses, wie folgt, darstellen: 


(1, (VI. ID) (V,IV) 
K(Z) = i"(a+Pz)K(z), = i®gy*(z)(a+Pz)K(z2), =i"y(2)(a+Pz)K(z), 
D —=«—-1=0d-—-1 (mod.4) |(VD E=y |(V) Fe 
U) E=-B=y (IL) E=a-1| (IV) E=—ß | 


Diese leicht zu beweisende Tafel soll den $.1 ergänzen. 


























7. Ich erlaube mir noch eine Bemerkung über solche Transformationen 
der dritten Modularfunction, wo das Substitutionsmaass eine ungerade Zahl x ist, 
dass nämlich die Relationen zwischen w(z) und (nz), wenn r nicht durch 3 
theilbar ist, eine einfachere Gestalt haben, als diejenigen zwischen Y(z) und 
p(nz). Es sei 

s=2iw(z), t= 23 w(nz), 
so hat man: 


für n=5, nr t)° ee 
fürn=7, ir —((st ’+(Z ) a 


ana, ler Ay) Muay w-2)=0, 


für n=13, HU HE a HE (a (7) )=0 


für n=17, SEE FE Tız (+) )+119] 

















- (sr4+ 5) ) +34 (+) )+340 = 0, 
für n=19, wi a Fe Ir 495° e. (ist ” — }) 


er 








4 


> I TIDOREN )— 95] 


+ ((st P-(2) ) +38 ((st I er — 


Wenn dagegen der ungerade Multiplicator » durch 3 theilbar ist, so 
hat man eine Relation zwischen w’(z) und w’(nz), die um nichts einfacher 
ist als diejenige zwischen Y(z) und y(nz). Es sei 


S=?2w(z2),, T=Rw(nz), 


Ss 
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so hat man: 


ü . Ss!4T' -. Bi 
fürn=, art ST- =, 
e N qı? i so | T 10 \ =’. | / ki | Ss» - { 7 
für n = 9, gm +28 Sp -+ 298 - sp -1 548 LER 
‘ ‘ Ss'+T' N Ss“ FT’ vo\4 e ) ' - | 
+ 4383 — Sp 2 - vv: |- ( sT) -| (=) “. 7704 


-((STY+(27) )+9324 = 0. 
Bern, 31. Juli 1870. 














Ueber dıe Steinerschen Sätze von den Doppel- 
tangenten der Curven vierten Grades. 


(Von Herrn Geiser in Zürich.) 


O»schon durch die analytischen Untersuchungen der Herren Hesse *). 
Clebsch **) und Aronhold ***) auch die synthetische Behandlung der Doppel- 
tangenten einer ebenen Curve vierten Grades wesentlich „efördert worden 
ist, so hat man doch eine Ableitung der von Steiner --) ohne Beweis gegebenen 
Resultate auf geometrischem Wege noch nicht versucht. Der nachfolgende Aul- 
satz füllt wenigstens für die Hauptsätze die angegebene Lücke aus, indem er 
den von Steiner im 47. und 49. Bande dieses Journals gegebenen Andeutungen 
folgt. und sich namentlich auf die in der oben citirten Abhandlung des Herrn 
Aronhold enthaltenen Methoden stützt. — Dass in der That die Theorie der 
Kegelschnitte, welche eine Curve vierten Grades in vier Punkten berühren, 
den Ausgangspunkt der Steinerschen Betrachtungen gebildet haben, geht neben 
den unzweifelhaften innern Gründen auch aus einer gelegentlichen Mittheilung 
des Herrn Prof. Schläfli |der mit Steiner selbst den Gegenstand mehrfach be- 
sprochen] an den Verfasser hervor. 


I. 


Jeder Punkt in der Ebene einer Curve dritten Grades bestimmt mit 
derselben eine erste Polare (einen Kegelschnitt) und eine zweite Polare (eine 
Gerade); wenn die erste Polare des Punktes p in Bezug auf die Curve (, 
durch den Punkt // geht, so geht die zweite Polare von // durch p. Be- 
wegt sich p auf einer Geraden @, so beschreibt die erste Polare ein Kegel- 
schnittbüschel,. während die zweite Polare sich als Tangente eines Kegelschnitts 
fortschiebt. In der That gehen durch einen beliebigen Punkt // nur zwei 
der zweiten Polaren, die den Punkten auf @ entsprechen, nämlich diejenigen, 
welche den Schnittpunkten von @ mit der ersten Polaren von // zugehören. 


*#) Bd.49 dieses Journals. 
BR) Bd. 63 ebendaselbst. 
###) Berliner Monatsberichte Juli 1864. 


Bd. 49 dieses Journals. 
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Sei ausser der Gurve €, noch ein beliebiger Kegelschnitt K gegeben, 
so erzeugt jeder Punkt p auf K eine erste Polare nach C,. Von diesen 
Polaren gehen je zwei durch einen beliebigen Punkt //, nämlich diejenigen, 
welche den Schnittpunkten der zweiten Polaren von // mit K entsprechen. 
Wenn p sich continuirlich auf K bewegt, so verändert sich auch seine erste 
Polare continuirlich und umhüllt also eine gewisse Curve. Die Punkte der- 
selben sind die Durchschnittspunkte von unendlich benachbarten ersten Polaren. 
die jeweilen unendlich nahe aufeinanderfolgenden Punkten auf K zugehören. 
Irgend eine dieser ersten Polaren berührt die Umhüllende in den vier Punkten, 
welche sie (die Polare) mit der nächstfolgenden gemein hat, so dass also zu 
der Umhüllenden unendlich viele Kegelschnilte gehören, welche sie in vier 
Punkten berühren. 

is ist gezeigl worden, dass von der ersten Polaren der Punkte auf K 
je zwei durch einen beliebigen Punkt // gehen; wenn dieselben zusammen- 
fallen, so ist // ein Punkt der Umhüllenden. Dies tritt ein, wenn die zweite 
Polare von /J den Kegelschnitt X berührt. Daraus lässt sich die Anzahl der 
Punkte auf einer Geraden y bestimmen, welche der Umhüllenden angehören ; 
denn wenn // sich auf y bewegt. so’ beschreibt seine zweite Polare einen 
Kegelschnitt, welcher mit AK vier gemeinschaftliche Tangenten hat; die Um- 
hüllende ist also vom vierten Grade. Dieselbe Curve wird punkiweise erzeugt, 
indem man bedenkt, dass es vier Punkte (Pole) giebt, welche als zweite 
Polaren nach (©, eine gegebene Gerade erzeugen. Wenn sich nun eine 
Gerade als Tangente an K bewegt, so beschreiben ihre vier Pole die vorhin 
erwähnte Curve vierten Grades. 


1. 


Die abgeleiteten Resultate zeigen. dass man vermittelst eines Kegel- 
schnittes und einer Curve dritten Grades zu einer einfachen Erzeugung von 
Curven vierten Grades gelangt. Es ist nun noch zu beweisen. dass jede 
Curve vierten Grades C, auf die angegebene Weise dargestellt werden kann. 

Aus der Existenz von 28 Doppeltangenten, welche zu je zweien einen 
speciellen Kegelschnitt bilden, folgt zunächst für die allgemeine Curve vierten 
Grades, dass es wirklich Kegelschnitte giebt, welche sie in vier Punkten be- 
rühren. Sei % ein solcher Kegelschnitt, dessen Berührungspunkte mit Ü, resp. 
b,. b;, b;, b, heissen mögen, ferner sei A, ein Kegelschnitt, welcher b,. b,. b,. b, 


) } 


Immer 


enthält und ausserdem €, noch in 1. Ps. 3, ?, schneidet, so existir! 
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ein Kegelschnit %,, welcher ©, in den letztgenannten vier Punkten berührt. 
Zum Beweise benutzt man den Satz, dass jede Curve vierten Grades, welche 
durch 13 von den 16 Schnittpunkten zweier anderer Curven vierten Grades 
geht, auch die drei übrigen enthält, oder, was für den vorliegenden Fall ge- 
nügt, den Specialsatz: Wenn von den 16 Schnittpunkten zweier Curven vierten 
Grades acht auf einem Kegelschnitt liegen, so sind die acht andern auf einem 
zweiten Kegelschnitt gelegen. Die beiden Curven vierten Grades ©, und der 
doppelt gedachte Kegelschnitt %, schneiden sich in 16 Punkten, die aus den 
doppelt gelegten Punkten b,, b,, b;, bis Pi» Pas Pr, Pı bestehen. Von diesen 
liegen die acht ersten, die 5), auf dem Kegelschnitt %, welcher €, in ihnen 
berührt, also liegen die acht andern auf einem neuen Kegelschnitte %,, welcher 
C, in den Punkten 5 berührt. 

Da der Kegelschnitt %, durch die Punkte b beliebig gelegt werden kann, 
so folgt, dass es unendlich viele Kegelschnitte giebt, welche mit % und %, die 
Eigenschaft theilen, die C, in vier Punkten zu berühren, und da man statt 
von k auch von jedem der andern analogen Kegelschnitte ausgehen kann, so 
ergiebt sich, dass man in den mannigfachsten Weisen diese Kegelschnitte er- 
zeugt, sobald ein einziges Doppeltangentenpaar als existirend vorausgesetzt wird. 

Um in dieses Chaos Ordnung zu bringen, sollen zwei Kegelschnitte 
k, und #, betrachtet werden, welche beide durch 5b,5b,5b,b, gehen und die (©, 
ausserdem noch resp. in A, Ps Ps» PıP>/3P, trellen, so dass nun neben %, 
ein neuer Kegelschnitt %, auftritt, welcher ©, in den Punkten /’ berührt. Es 
bilden ferner A, und k, zusammengenommen eine Curve vierten Grades, welche 
mit C©, ein Büschel erzeugt, dessen Grundpunkte aus den 5 und ?’, sowie den 
doppeltgelegten b besteht; es müssen sich deshalb die sämmtlichen Curven 
desselben in den 5 berühren. Da aber die acht Punkte, welche durch die 5 
repräsentirt sind, in dem Kegelschnitt k liegen, so müssen die Punkte 5 und ?’ in 
einem andern Kegelschnitte A, liegen. Gestützt auf diese Eigenschaft kann 
man zeigen, dass alle Kegelschnitte, welche in die Betrachtung eintreten, seien 
sie nın von der Art der %, k,, k, oder von der Art der 4,, A, A,. einem 
und demselben Kegelschnittnetze angehören. Das Netz ist durch die drei Kegel- 
schnitte %, A. AÄ,. welche nicht demselben Büschel angehören, vollkommen 
bestimmt: %, als dem Büschel (%%,) entnommen ist jedenfalls im Netze (kh,k; 
enthalten, ebenso der Kegelschnitt %,. weil er dem Büschel (A,A,) angehört, 
durch dessen Grundpunkte 9 er geht. Da nun %, durch die Schnittpunkte >’ 


von Äi, und 4, geht, so ist er im Büschel (A,%,) enthalten und demzufolge 














‘ 


Geiser, über d. Steinerschen Sätze von den Doppeltangenten d. Curven A. Grades. 373 


ebenfalls ein Kegelschnitt des Netzes (k k,k,). Man kommt also. durch welcher- 
lei Gombination man auch von %k ausgehe, niemals aus dem Netze heraus. das 
durch irgend drei nicht demselben Büschel angehörende, in die Betrachtung 


eintretende Kegelschnitte bestimmt ist. 


Il. 

An den gefundenen Satz anschliessend kann man von einer Entwick- 
lung über Kegelschnittneize Gebrauch machen, welche Herr CUremona der 
deutschen Ausgabe seiner „Introduzione” (pag. 274) beigefügt hat. Es wird 
dort nämlich gezeigt, dass die Kegelschnitte eines Netzes stels als die ersten 
Polaren sämmllicher Punkte der Ebene in Bezug auf eine vollkommen ein- 
deutig bestimmte Curve dritten Grades angesehen werden können, Sei (, diese 
Curve für das Nelz (kk,%,). so ist leicht einzusehen, dass die in vier Punkten 
berührenden Kegelschnitte der €©,, von deren Betrachtung der $. Il. ausgegangen 
ist. die ersten Polaren von Punkten einer gewissen noch zu bestimmenden 
Curve C, in Bezug auf C, sind. 

Um die gesuchte Curve zu erforschen, bemerke man, dass den Punkten 
einer Geraden, als Pole aufgefasst, solche erste Polaren nach €, entsprechen, 
die ein Büschel bilden; der Grad von C. stimmt also überein mit der Anzahl 
der die ©, in vier Punkten berührenden Kegelschnitte, die in einem Büschel 
des Netzes (Akh,k,) enthalten sind. Wenn nun b,. b,. b,. b, die Berührungs- 
punkte eines solchen Kegelschnittes % sind, so bilden sie gleichzeitig die Grund- 
punkte eines dem Netze angehörigen Büschels, der kein analoges Glied mehr 
enthält, d. h. auf der Geraden y. welche die Pole der Kegelschnitte des 


Dieser kann freilich 


Büschels enthält, liegt nur ein einziger Punkt von (.. 
aus mehreren zusammengefallenen bestehen, so dass nicht nothwendiger Weise 
x=1 sein muss; es ist dann die Gerade y, wenn sie nicht zufälliger Weise 
einen vielfachen Punkt von C, enthält, eine Tangente derselben *). 

Da aber durch successives Verschieben der Punkte 5 immer neue 
ebenfalls continuirlich sich an einander schliessende Geraden y als Tangenten 
von ©, entstehen, und jede derselben ausser dem Berührungspunkte keinen 
weitern Punkt mit der genannten Curve gemein hat. so ist r = 2. 

Damit ist man auf die Sätze in $. I. zurückgeführt und weiss nun, dass 
die allgemeinste Curve vierten Grades (©, erzeugt werden kann als Umhüllende 


+ 


berührenden Kegelschnitte ein Büschel bilden würden, was unmöglic 
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In der That kann x nicht = 1 sein, weil sonst alle in vier Punkten die (, 
h 


Ist. 
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der ersten Polaren aller Punkte (d. h. nach der Steinerschen Bezeichnungs- 
weise als Polarenveloppe) eines Kegelschnittes C, in Bezug auf eine Curve 
dritten Grades C,; jede der ersten Polaren, welche sämmtlich Kegelschnitte 
sind, berührt die ©, in vier Punkten. Durch alle möglichen Combinationen 
dieser Kegelschnitte zu zweien können Büschel erzeugt werden, welche das 
ganze Netz der ersten Polaren erschöpfen. Sei %, irgend ein Kegelschnitt 
des Netzes, so hat derselbe mit C, acht Punkte gemein, von denen einer mit 
b, bezeichnet werde. Vom Netze geht ein ganzes Büschel durch 5,, in diesem 
ist ein Kegelschnitt % enthalten, welcher C, ausser in b, noch in drei andern 
Punkten b,, 5b,, b, berührt. Die Punkte 5 sind die Grundpunkte des Büschels, 
so dass sie auch auf %, liegen. Wenn A, der €, ausser in den 5b noch in 
Pı>» Pas Ps, Pr begegnet, so wird in diesen Punkten ein Kegelschnitt %, die 
C, berühren: Es ist also das Netz so beschaffen, dass jeder seiner Kegel- 
schnitte die ©, in acht Punkten schneidet, welche in zwei Gruppen von vieren 
zerfallen, in deren jeder ein Kegelschnitt die ©, berührt. 

[Ueber mehrere in diesem $ vorausgesetzte Sätze von den Kegel- 
schnittbüscheln und -netzen vergleiche man den von Herrn Schröter heraus- 
gegebenen II. Band der Steinerschen Vorlesungen. | 


IV. 


Von dem jetzt gewonnenen Standpunkte aus, welcher die Sätze über 
die Doppeltangenten der Curven vierten Grades auf die Theorie der Curven 
dritten Grades zurückführen lehrt, geht die synthetische Betrachtung wesentlich 
denselben Weg, wie die bereits citirten analytischen Entwickelungen der Herren 
Aronhold, Clebsch und Hesse. Es genügt also, nur die Hauptresultate hervor- 
zuheben, deren nähere Ausführung an der Hand der „Introduzione“* des Herrn 
Cremona keine weitern Schwierigkeiten bietet. 

Sei C, die Polarenveloppe von C, in Bezug auf C,, bezeichnet man 
ferner mit G@, die Hesse- Steinersche und mit AK, die Cayleysche Curve der 
C,, so findet man zunächst, dass den sechs Schnittpunkten $S,...S, von ©, 
und @, solche erste Polaren nach C, entsprechen, welche je aus einem Doppel- 
tangentenpaar der C, bestehen. Einer der sechs Punkte S bildet mit dem 
Mittel- oder Schnitipunkte p des ihm zugehörigen Doppeltangentenpaares ein 
Paar conjugirter Pole der C,. Da nun die conjugirten Pole von sechs Punkten 
der C,, welche gleichzeitig einem Kegelschnitte angehören, wieder auf einem 
Kegelschnitte liegen, so gilt diese geometrische Eigenschaft namentlich auch 
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von den sechs Punkten p. Seien m und », m’ und »' die Berührungspunkte 
eines der sechs Doppeltangentenpaare (f,t'), so kann man annehmen, wie 
leicht aus Früherem zu folgern ist, es gehöre (t,t') einem Büschel von ersten 
Polaren nach C, an, dessen Grundpunkte m und », m’ und »' seien. Die Pole 
dieser ersten Polaren liegen dann auf der Tangente, welche in dem zuge- 
hörigen Punkte S an €, gelegt werden kann *). Dem Büschel gehören als 
specielle erste Polaren die Linienpaare |mm', nn’ | 
Mittelpunkte qg und r ebenfalls auf @, liegen, so dass von dieser Curve 


und |mm',nm'| an, deren 


6» +64 -+6r = 18 Punkte bekannt sind. Die Doppeltangentenpaare (f, f) so 


wie die Linienpaare |mm', nn’ |. |mn',nm'| berühren K,, man kann demnach 


von K, sofort 36 Tangenten angeben 

Da man nach $. Il. und Ill. durch die Wahl eines bestimmten Doppel- 
tangentenpaares der Curve vierten Grades auch zu einer vollkommen bestimmten 
Erzeugung der ©, als Polarenveloppe eines Kegelschnitts in Bezug auf eine 
Curve dritten Grades geführt wird, welche im Ganzen nur sechs der 378 Paare 
liefert, so ergiebt sich, dass 63 verschiedene Arten der Erzeugung einer und 
derselben Curve vierten Grades möglich sind. Die hierhin gehörigen com- 
binatorischen Sätze sind bei Herrn Hesse sehr ausführlich erörtert. so dass 
ein näheres- Eintreten überflüssig ist. 

Es mag noch bemerkt werden, dass zu einer festen Curve dritten 
Grades C, unendlich viele Curven vierten Grades als Polarenveloppen von 
Kegelschnitten gefunden werden können, nämlich eine zu jedem Kegelschnitte 
der Ebene. Alle so bestimmten ©, haben die Eigenschaft, dass in jeder eine 
Gruppe von sechs Doppeltangenten existirt, welche die Cayleysche Curve K; 
von €, berühren; die übrigen Doppeltangenten können aber die ganze Ebene 
bedecken. Es giebt unter den C, solche von besonderer Art, z.B. diejenigen, 
welche Kegelschnitten entsprechen, die mit der Hesseschen Curve G, von Ü, 
eine einfache Berührung in drei von einander verschiedenen Punkten eingehen, 
oder diejenigen, die aus Kegelschnitten hervorgehen, welche @G, in sechs zu- 
sammenlallenden Punkten schneiden. 

Man kann ferner alle Curven C, untersuchen, die den Kegelschnitten 
eines Büschels entsprechen; dieselben berühren die vier ersten Polaren nach 
C,, welche den Grundpunkten entsprechen, je in 4 Punkten. Es kommen zu- 


” Der Schnittpunkt irgend zweier der bezeichneten Tangenten an (Ü, erzeugt 
eine erste Polare, welclıe die acht Berührungspunkte von zweien der Doppeltangenten- 
paare enthält. 
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dem in dem System von €, drei doppeltgelegte Kegelschnitte vor, welche den 
Punkten des gemeinschaftlichen Tripels aller Kegelschnitte als erste Polaren 
zugehören. Ist das Büschel speciell so beschaffen, dass seine Grundpunkte 
auf @, liegen, so erhält man ein System von Curven vierten Grades, welche 


acht gemeinschaftliche Doppeltangenten haben — ein Resultat, welches man 
Herrn Aronhold verdankt. 


V. 

Es ist von Interesse, zu sehen, wie die verschiedenen Methoden, welche 
zur Untersuchung der Doppeltangenten gefunden worden sind, unter sich zu- 
sammenhängen, resp. wie sie aul die Steinersche Methode zurückgeführt werden 
können. Was zunächst die von Herrn Hesse gegebene Beziehung der Doppel- 
tangenten zu den Verbindungsgeraden von 8 Punkten im Raum anbetrifft, so 
folgt aus seinen Sätzen sofort eine Construction der 63 Steinerschen Gruppen 
von je sechs Paaren. Sondert man nämlich zunächst aus den acht Punkten 
Pı --- ps zwei z.B. p, und p, ab und verbindet jeden von ihnen mit den 
sechs übrigen, so bilden die den Verbindungsgeraden p,p,, p;p, entsprechenden 
sechs Doppeltangentenpaare eine solche Gruppe. von denen also auf diese 
Weise 28 sich ergeben. Man kann ferner die acht Punkie auf 35 verschiedene 
Arten in zwei Tetraeder zerlegen. Zwei solcher Tetraeder erzeugen in ihren 
zweimal drei Paaren gegenüberliegender Kanten wieder eine Steinersche Gruppe, 
so dass deren im Ganzen wirklich 63 vorhanden sind. Greift man eine von 
diesen 63 Gruppen willkürlich heraus, so zerfallen die 62 übrigen in zwei 
wesentlich verschiedene Systeme. Das eine davon besteht aus 32 Gruppen, 
von denen jede mit der fixirten Gruppe sechs Doppeltangenten gemein hat, 
deren Berührungspunkte auf einer Curve dritten Grades liegen; das andere 
besteht aus 30 Gruppen, von denen jede mit der fixirten Gruppe vier Doppel- 
langenten gemein hat. 

Eine andere Methode, die Doppeltangenten der C, zu behandeln, besteht 
darin. von einer Fläche dritten Grades F, und einem auf ihr befindlichen Punkte 
p auszugehen. Der scheinbare Umriss der F, von p aus gesehen projieirt 
sich dann auf eine Ebene E als eine allgemeine Curve vierten Grades (,, 
von deren Doppeltangenten 27 als die Projectionen der Geraden der F, sich er- 
geben, während die letzte der Schnitt von E mit der in p an F, gelegten 
Tangentialebene ist. Um zu einem Theile der Steinerschen Gruppen zu ge- 
langen, halte man die letzte Doppeltangente fest und gebe ihr eine beliebige 


der 27 andern zu, welche z. B. der Geraden y auf F, entsprechen mag, so 
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bilden die beiden ein Paar, welches einer Steinerschen Gruppe angehört. Die 
Gerade g bildet auf F, mit fünf andern Geradenpaaren je ein ebenes Dreiseit, 
und diese fünf Paare vervollständigen die Steinersche Gruppe. [Der Beweis 
dieser Behauptung beruht auf dem Satze, dass der Ort aller Geraden, welche 
drei Paare gegebener Geraden in drei Punktenpaaren eines Punktsystems 
schneiden, eine Curve dritter Klasse umhüllen.] Da auf F, sich 27 Gerade 
befinden, so sind bis jetzt diejenigen 27 Steinerschen Gruppen gegeben, welche 
die letzte Doppeltangente der ©, enthalten. Die 36 übrigen sind die Projeclionen 
der 36 Doppelsechsen der F,, und zwar leitet sich je ein Paar einer Gruppe 
aus zwei windschiefen Geraden derselben ab. Es ergiebt sich also nebenbei 
der Satz: Die zwölf Geraden einer Schläflischen Doppelsechs projieiren sich 


von jedem Punkte der F, aus auf eine beliebige Ebene als zwölf Tangenten 
einer Curve dritter Klasse. Auch hier ist leicht nachzuweisen, dass, sobald 
eine der 63 Gruppen abgesondert wird, die übrigen in zwei Systeme von 30 
und 32 Gruppen zerfallen; die nöthigen Anhaltspunkte finden sich in den 
Tabellen, welche Herr Cremona in seiner Preisschrift *) über Flächen dritten 
Grades von den Doppelsechsen und ebenen Dreiseiten der F, aufgestellt hat. 
Es ist dabei wesentlich, zu bemerken, dass, wenn von den 36 Doppelsechsen 
eine fixirt ist, die übrigen in zwei Systeme von 20 und 15 zerfallen. Von 
den 20 Doppelsechsen des ersten Systems hat jede mit der fixirten sechs 
Gerade gemein, die auf einem Hyperboloid liegen, während von den 15 
Doppelsechsen des zweiten Systems jede mit der fixirien ein windschiefes 


Vierseit gemein hat. 


v1. 

Es mag bei diesem Anlass kurz die Erledigung einer Frage angedeutel 
werden, welche in neuerer Zeit von Herrn Läroth angeregt worden ist **), 
nämlich ob der allgemeinen Curve vierten Grades vollständige Fünfseite ein- 
geschrieben werden können? Man geht zum Beweise dieser Möglichkeit von 
der bekannten durch Herrn Hesse gegebenen Darstellung der Doppeltangenten 
vermittelst der Verbindungsgeraden von acht Punkten im Raume aus. Die- 
selbe stützt sich auf die Bemerkung, dass der Ort der Mittelpunkte aller in 
einem Flächenbündel zweiten Grades enthaltenen Kegel eine Raumcurve sechs- 


*) Bd. 68 dieses Journals. 


**) Mathematische Annalen Bd. 1. 
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ten Grades ist, die sich eindeutig und reciprok auf eine ebene Curve vierten 
Grades beziehen lässt, d. h. so, dass jedem Punkt der einen Curve steis ein 
und nur ein Punkt der andern zugeordnet ist. Seien F,, F), F, drei nicht 
demselben Büschel angehörige Flächen des Bündels, so kann man einem Ver- 
fahren, das dem von Herrn Cremona bei der schon in $. III. erwähnten Unter- 
suchung über Kegelschnittnetze angewandten nachgebildet ist, entnehmen, dass 
dieselben stets als erste Polaren einer Fläche F, angesehen werden dürfen. 
[Dies ist sogar auf unendlich viele Weisen möglich, deren jede eine andere 
Fläche dritten Grades bestimmt; im Nachfolgenden benutzen wir aber nur eine 
einzige der Flächen F,]. Werden nun mit p, p', p" die Pole bezeichnet, deren 
erste Polaren nach F3 resp. F,F, F, sind, so kann man die sämmtlichen Punkte 
rı der Ebene pp’p” projectivisch auf die sämmtlichen Flächen des Flächen- 
bündels zweiten Grades beziehen und zwar so, dass einem Punkte n seine 












erste Polare nach F, zugeordnet ist. Diejenigen Punkte rn, deren erste Polaren 
in Kegelflächen ausarten, bilden eine Curve vierten Grades C,. welche, wie 
aus den Sätzen des Herrn Hesse hervorgeht, nicht specieller Natur ist, sondern 
bei gehöriger Wahl von F,F,F, und durch allfällige projectivische Verwand- 
lung jede beliebige Curve vierten Grades sein kann. Wie schon bemerkt, ist 
sie eindeutig und reciprok auf die Kegelmittelpunkteurve bezogen und ent- 
sprechende Punkte der beiden Curven sind reciproke Pole in Bezug auf F;. 
Es muss also die ©, auf der Kernfläche F, der Fläche F, liegen, d. h.: Jede 
Curve vierten Grades kann als ebener Schnitt einer Steinerschen Kernfläche 
in Bezug auf eine Fläche dritten Grades dargestellt werden. Das Pentaeder 
der F, schneidet auf der Ebene der C, ein Fünfseit aus, das dieser Curve 
eingeschrieben ist, es ergiebt sich also, in Folge der oben gemachten Be- 
merkung über die unendlich vielen F, die zu einer C, gehören, und welche 
demnach auch unendlich viele F, nach sich ziehen, dass der allgemeinen Curve 
vierten Grades unendlich viele Fünfseite eingeschrieben werden können. 


Zürich, den 15. Juli 1870. 

















